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“* Attention %
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2 Fonctions puissances

Théoréeme 1

Pour tous o, 3 € Ret x,y € RY :

» In(x*) = alnx n xHB = xaxB o x0 = (x*)P
1
o QO - __
= (xy)* =x DX ™= X
Conséquence
Pour ne N* :  (x!/")" = x.
Le réel x1/" est appelé : la racine n-igme de x, aussi noté \/x

Exercice 1

Démontrer les cinq propriétés du théoréme.
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Théoreme 2 : Dérivée

Pour tout o € R, la fonction p,, : x — x% est définie et dérivable
sur R* de dérivée :  p,/ : x> ax® L

Conséquence

Si u est une fonction dérivable et strictement positive, alors u® est
dérivable et :  (u®) = av'u® !

Exercice 2

Justifier la dérivabilité de p, ainsi que |'expression de sa dérivée.



2 Fonctions puissances

Théoreme 2 : Dérivée

Pour tout o € R, la fonction p,, : x — x% est définie et dérivable

sur R* de dérivée :  p,/ : x> ax® L

Conséquence

Si u est une fonction dérivable et strictement positive, alors u® est
dérivable et :  (u®) = av'u® !

Exemple 1

1. Calculer la dérivée de la fonction f : x +— x*.
2. Si u:RY — R est dérivable, calculer la dérivée de g : x XU
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2 Fonctions puissances

Théoréme 3 : Variations des fonctions puissances

= Casa>0
X 0 +o0
ax®1 +
X . — +00
» Casa<0
X 0 400
OéXail _
Xa H+OO \ O

Exercice 3

Soit & > 0. On prolonge p, en 0 en posant p,(0) = 0. Montrer que
la fonction p, est dérivable en O si et seulement si o > 1.
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Théoreme 4 : croissances comparées généralisées

Soient o, f € R

8
e~ In x)*
= — — 400 . (In>)” — 0 . x“||nx|°3 — 0
X% x—+00 X%  x—+o0 x—0



2 Fonctions puissances

Théoreme 4 : croissances comparées généralisées

Soient o, f € R

B
e In x)/
= — — 40 0 Q — 0 . x“||nx|°3 — 0
X% x—+o0 X% x—+4o0 x—0

Exercice 4

In X
Etablir la deuxieme limite en utilisant : [im = 0.

X—=+oo0 X
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Théoreme 1 : Propriétés des fonctions sh et ch

1. Parité. ch est paire, sh est impaire.
2. Dérivées. sh et ch sont dérivables et : sh’ =ch et ch’ = sh.
3. Limites. chx — + et shx — Zoo.
x—+o00 x—+o00
4. Leurs variations sont données par :
X —00 0 +00
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I o's!
sh ey 0
X —00 0 400
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—+00 400
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1 Cosinus et sinus hyperboliques

Pour tout réel x :

ch®x —sh®x =1

Exercice 1

Démontrer le théoréme précédent.




1 Cosinus et sinus hyperboliques

Théoréme 2

Pour tout réel x :
ch®x —sh®x =1

SF 2 : Equation avec des fonctions hyperboliques

Exemple 1

Résoudre I'équation :  shx =+/3  d'inconnue x € R.
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2 Tangente hyperbolique

Définition 2
On appelle tangente hyperbolique, notée th, la fonction définie par :
X _ a—X e2x -1

h
-th:S— -PourtoutxeR:thx:e S
ch eX+e X ex41

Théoreme 3 : Propriétés de th

1. Parité.

2. Dérivée. th est dérivable et :

3. Limites.
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Définition 2
On appelle tangente hyperbolique, notée th, la fonction définie par :
sh eX—e ~

m th=— = Pourtout x e R: thx = =
ch exX 4 e—X 62X+1

1. Parité. th est impaire
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2 Tangente hyperbolique

Définition 2
On appelle tangente hyperbolique, notée th, la fonction définie par :
sh eX—e ~

m th=— = Pourtout x e R: thx = =
ch exX 4 e—X 62X+1

1. Parité. th est impaire

1
2. Dérivée. th est dérivable et : th' = — = 1 — th?.

3. Limites. thx — =+£1.

X—> 00
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2 Tangente hyperbolique

Définition 2
On appelle tangente hyperbolique, notée th, la fonction définie par :
sh eX—e ~

m th=— = Pourtout x e R: thx = =
ch exX 4 e—X 62X+1

1. Parité. th est impaire

L L. 1
. Dérivée. th est dérivable et : th' = — = 1 — th?.

2 2
ch
3. Limites. thx — =+£1.
X—> 00
4. Ses variations sont données par :
X —00 0 +00
1
th o—
1 —

10
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Cadre

= [, J sont des intervalles

s f: ] — J est une fonction définie sur / et a valeurs dans J

Définition 1
On dit que f est bijective de | sur J ou que f est une bijection de |
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associe son antécédent par f.
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Cadre

= [, J sont des intervalles

s f: ] — J est une fonction définie sur / et a valeurs dans J

Définition 1
On dit que f est bijective de | sur J ou que f est une bijection de |
sur J si : tout y € J possede un unique antécédent par f

N . [fonction réciproque de f)
otation -

Dans ce cas, on note f ! la fonction de J dans [ quia y € J
associe son antécédent par f.



1 Notion de bijection

Cadre

= [, J sont des intervalles

s f: ] — J est une fonction définie sur / et a valeurs dans J

Définition 1

On dit que f est bijective de | sur J ou que f est une bijection de |
sur J si : tout y € J possede un unique antécédent par f

N . [fonction réciproque de f)
otation -

Dans ce cas, on note f ! la fonction de J dans [ quia y € J
associe son antécédent par f.

Graphiquement

Les courbes de f et de f~1 sont symétriques par rapport a la droite
d’'équation y = x
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Théoreme 1 : TVI strictement monotone

Alors :
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2 Le théoréme des valeurs intermédiaires strictement monotone

Cadre
I =[a, b[ (par exemple)

Théoreme 1 : TVI strictement monotone
Si:

i) f est continue sur [ = [a, b[

ii) f est strictement croissante sur /

iii) Aux bornes : f(a) =a et f(x) — ¢ (finie ou non)
X—

Alors : f est bijective de [a, b| sur%

[A adapter si f est décroissante]

ousi | =]a,b]
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2 Le théoréme des valeurs intermédiaires strictement monotone

Cadre
I =[a, b[ (par exemple)

Théoréme 1 : TVI strictement monotone
Si:

i) f est continue sur | = [a, b|

ii) f est strictement croissante sur /

iii) Aux bornes : f(a) =a et f(x) — ¢ (finie ou non)
X—

Alors : f est bijective de [a, b] sur [a, £].

Exemple 2

Montrer que f : x — xe* est bijective de [—1,+o0[ sur
[—e™ !, +ool.
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3 Calcul de f~*(y)

En pratique : pour calculer f~1(y)

Pour y € J fixé, on résout I'équation :  f(x) =y d'inconnue
xel

Exemple 3

Montrer que f : x — 10 est une bijection de R sur R et
déterminer une expression de 1.

14



Dérivée d’une réciproque

Théoreme 2 : Admis provisoirement

Alors :

115



Dérivée d’une réciproque

Théoreme 2 : Admis provisoirement
Si:
» f est bijective de [ sur J.

Alors :

15



Dérivée d’une réciproque

Théoreme 2 : Admis provisoirement

Si :
» f est bijective de [ sur J.

= f est dérivable sur /

Alors :

15



Dérivée d’une réciproque

Théoreme 2 : Admis provisoirement

Si :
» f est bijective de [ sur J.

= f est dérivable sur /

/ I
] [f ne s'annule pas sur /]

Alors :
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Dérivée d’une réciproque

Théoreme 2 : Admis provisoirement

Si :
» f est bijective de [ sur J.

= f est dérivable sur /

/ I
] [f ne s'annule pas sur /]

Alors : f~1 est dérivable sur J et :

115)



Dérivée d’une réciproque

Théoreme 2 : Admis provisoirement

Si :
» f est bijective de [ sur J.

= f est dérivable sur /

/ I
] [f ne s'annule pas sur /]

Alors : f~1 est dérivable sur J et : (f_l)/

~ flofl]

115)



Dérivée d’une réciproque

Théoreme 2 : Admis provisoirement

Si :
» f est bijective de [ sur J.

= f est dérivable sur /

/ I
] [f ne s'annule pas sur /]

1

o =l 4 . —1\/
Alors : = est dérivable sur J et : (f) = mA

Exemple 4

On note W la réciproque de la fonction x — xe* étudiée a
I'exemple 2. Montrer que W est dérivable sur |—e™!, +oo] et que

pour tout x > —e~1:  W/(x) = )((12/(‘;‘(/)()())

115)



Fonctions circulaires réciproques

Fonctions circulaires réciproques
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Arc sinus

Exercice 1

Montrer que sinus réalise une bijection de [~5 , 7] sur [-1,1].



Arc sinus

Exercice 1

Montrer que sinus réalise une bijection de [-7 , 7] sur [-1,1].

Arcsin est la fonction réciproque de la restriction de sin a [-7 , 7]




Arc sinus

L'application f : [—

Montrer que sinus réalise une

Arcsin est la fonction réciproque de la restriction de sin a [-7 , 7]
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Arc sinus

L'application f : [—

Montrer que sinus réalise une

Arcsin est la fonction réciproque de la restriction de sin a [-7 , 7]

En pratique

Calculer 8 = Arcsin x revient a trouver 6 tel que :
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Arc sinus

L'application f : [—

Montrer que sinus réalise une

Arcsin est la fonction réciproque de la restriction de sin a [-7 , 7]

En pratique

Calculer 8 = Arcsin x revient a trouver 6 tel que :
. = sinf = x.
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Arc sinus

L'application f : [—

Montrer que sinus réalise une

Arcsin est la fonction réciproque de la restriction de sin a [-7 , 7]

En pratique

Calculer 8 = Arcsin x revient a trouver 6 tel que :
s

O HE =55 » sinf = x.
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Arc sinus

L'application f : [—

Montrer que sinus réalise une

Arcsin est la fonction réciproque de la restriction de sin a [-7 , 7]

En pratique

Calculer 8 = Arcsin x revient a trouver 6 tel que :
O HE =55 » sinf = x.

Exemple 1

Calculer : Arcsin%, Arcsinl, Arcsin0 et Arcsin%ﬁ.

17



Arc sinus

Conséquences

= Pour tout x € . sin(Arcsin x) =
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Arc sinus

Conséquences

= Pour tout x € [-1,1], sin(Arcsinx) = x.
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Arc sinus

Conséquences

= Pour tout x € [-1,1], sin(Arcsinx) = x.

us

= Pour tout 6 € [-75,75], Arcsin(sinf) =0
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Arc sinus

Conséquences

= Pour tout x € [-1,1], sin(Arcsinx) = x.

us

= Pour tout 6 € [-75,75], Arcsin(sinf) =0
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Arc sinus

Conséquences

= Pour tout x € [-1,1], sin(Arcsinx) = x.

us

= Pour tout 6 € [-75,75], Arcsin(sinf) =0

Exemple 2

Calculer :  Arcsinsin 2& et Arcsin sin 2%
3 3

18



Arc sinus

= Sur [-1,1], Arcsin est :



Arc sinus

= Sur [-1,1], Arcsin est :

= continue



Arc sinus

= Sur [-1,1], Arcsin est :
= continue
= strictement croissante



Arc sinus

= Sur [-1,1], Arcsin est :

= continue
= strictement croissante

= Arcsin est dérivable sur |—1,1[ et pour tout x € |—1,1] :




Arc sinus

= Sur [-1,1], Arcsin est :

= continue
= strictement croissante

= Arcsin est dérivable sur |—1,1[ et pour tout x € |—1,1] :

1

Arcsin'(x) = ——
V1—x?




Arc cosinus

Exercice 2

Montrer que cosinus réalise une bijection de [0, 7] sur [—1,1].
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Exercice 2

Montrer que cosinus réalise une bijection de [0, 7] sur [—1,1].

Arccos est la fonction réciproque de la restriction de cos a [0, 7]




Arc cosinus

Exercice 2

Montrer que cosinus réalise une bijection de [0, 7] sur [—1,1].

Arccos est la fonction réciproque de |a restriction de cos a [0, 7]




Arc cosinus

Exercice 2

Montrer que cosinus réalise une bijection de [0, 7] sur [—1,1].

Définition 2
Arccos est la fonction réciproque de la restriction de cos a [0, 7]

En pratique

Calculer 8 = Arccos x revient a trouver 6 tel que :



Arc cosinus

Exercice 2

Montrer que cosinus réalise une bijection de [0, 7] sur [—1,1].

Définition 2
Arccos est la fonction réciproque de la restriction de cos a [0, 7]

En pratique

Calculer 8 = Arccos x revient a trouver 6 tel que :
= 0 c[0,n] = cosf = x.



Arc cosinus

Exercice 2

Montrer que cosinus réalise une bijection de [0, 7] sur [—1,1].

Définition 2

Arccos est la fonction réciproque de la restriction de cos a [0, 7]

En pratique

Calculer 8 = Arccos x revient a trouver 6 tel que :
= 0 c[0,n] = cosf = x.

Exemple 3

Calculer : Arccos%, Arccos1l, ArccosO et Arccos%l.



Arc cosinus

Conséquences

= Pour tout x € ,  cos(Arccos x) =
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Arc cosinus

Conséquences

= Pour tout x € [-1,1], cos(Arccos x) = x.
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Arc cosinus

Conséquences

= Pour tout x € [-1,1], cos(Arccos x) = x.
= Pour tout 6 € [0, 7], Arccos(cosf) = 0
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Arc cosinus

Conséquences

= Pour tout x € [-1,1], cos(Arccos x) = x.
= Pour tout 6 € [0, 7], Arccos(cosf) = 0
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Arc cosinus

Conséquences

= Pour tout x € [-1,1], cos(Arccos x) = x.

= Pour tout 6 € [0, 7], Arccos(cosf) = 0

Exemple 4
1. Calculer Arccos cos—% et Arccos cos 20{.

2. Simplifier Arccos cos @ pour 6 € |7, 27].

21



Arc cosinus

= Sur [-1,1], Arccos est :



Arc cosinus

= Sur [-1,1], Arccos est :

= continue
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Arc cosinus

= Sur [-1,1], Arccos est :

= continue
= strictement décroissante

= Arccos est dérivable sur [-1, 1] et pour tout x € |-1,1[ :




Arc cosinus

= Sur [-1,1], Arccos est :

= continue
= strictement décroissante

= Arccos est dérivable sur [-1, 1] et pour tout x € |-1,1[ :

1

Arccos'(x) = ———
V1 —x2




Propriétés

Pour tout x € [-1,1] :  cos(Arcsin x) = sin(Arccos x) =




Propriétés

Pour tout x € [-1,1] :  cos(Arcsin x) = sin(Arccos x) = /1 — x?




Pour tout x € [-1,1] :  cos(Arcsin x) = sin(Arccos x) = /1 — x?

Exercice 3

Etablir I'égalité pour cos(Arcsin x).




Pour tout x € [-1,1] :  cos(Arcsin x) = sin(Arccos x) = /1 — x?

Exercice 4

Démontrer le résultat portant sur la dérivée de Arcsin.




SF 5 : Etablir une égalité du type : «Vx e/, f(x)=kn

Exemple 5

T
Montrer que pour tout x € [-1,1] : Arccos x + Arcsin x = >
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SF 5 : Etablir une égalité du type : «Vx e/, f(x)=kn

Exemple 5

T
Montrer que pour tout x € [-1,1] : Arccos x + Arcsin x = >

SF 7 : Résoudre une équation avec Arccos, Arcsin

Exemple 6

Résoudre I'équation d'inconnue x : Arccos x = 2 Arcsin x.

24



2 Fonction Arc tangente

Exercice 1

Montrer que tan réalise une bijection de |—75 , 5[ sur R.
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Exercice 1

Montrer que tan réalise une bijection de |—75 , 5[ sur R.

Arctan est la fonction réciproque de la restriction de tan a |7, 7




2 Fonction Arc tangente

Exercice 1

Montrer que tan réalise une bijection de |—75 , 5[ sur R.

Arctan est la fonction réciproque de la restriction de tan a |7 , 5]




2 Fonction Arc tangente

Exercice 1

Montrer que tan réalise une bijection de |—75 , 5[ sur R.

Définition 1

Arctan est la fonction réciproque de la restriction de tan a |7, 7
En pratique

Calculer 8 = Arctan x revient a trouver 0 tel que :

W E =5l » tanf = x.



2 Fonction Arc tangente

Exercice 1

Montrer que tan réalise une bijection de |—75 , 5[ sur R.

Définition 1

Arctan est la fonction réciproque de la restriction de tan a |7, 7

En pratique

Calculer 8 = Arctan x revient a trouver 0 tel que :
W E =5l » tanf = x.

Exemple 1

=i
Calculer :  Arctanl, Arctanv/3, Arctan0 et Arctan —.

V3



2 Fonction Arc tangente

Conséquences

= Pour tout x € , tan(Arctanx) =
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2 Fonction Arc tangente

Conséquences

= Pour tout x € R, tan(Arctanx) = x.
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2 Fonction Arc tangente

Conséquences

= Pour tout x € R, tan(Arctanx) = x.
= Pourtout 6 € [-75, 5[, Arctan(tant) = 0
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2 Fonction Arc tangente

Conséquences

= Pour tout x € R, tan(Arctanx) = x.
= Pourtout 6 € [-75, 5[, Arctan(tant) = 0
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2 Fonction Arc tangente

Conséquences

= Pour tout x € R, tan(Arctanx) = x.

™

= Pourtout 6 € [-75, 5[, Arctan(tant) = 0

Exemple 2

Soit z=x+iy € C\ iR,
Montrer qu'une forme trigonométrique de z est :

n Six>0: z=4/x2+y2elArctang
= Six<0: z= \/m ei(ﬂ-&-Arctan%)

26



Propriétés de Arctan

Sur R, Arctan est :



Propriétés de Arctan

Sur R, Arctan est :

= continue

= strictement croissante



Propriétés de Arctan

Théoréme 1
Sur R, Arctan est :

= continue

= strictement croissante

Théoréme 2

Arctan est impaire



Propriétés de Arctan

Théoréme 1
Sur R, Arctan est :
= continue

= strictement croissante

Théoréme 2

Arctan est impaire

Exercice 2

Prouver I'imparité de Arctan.



Propriétés de Arctan

Arctan est dérivable sur R et :



Propriétés de Arctan

Arctan est dérivable sur R et :

1
Vx € R, [Arctan’(x) = 1+2]
x




Propriétés de Arctan

Sivu:R — R est dér/ivable

(Arctan u)’ = - : 2

Théoreme 3

Arctan est dérivable sur R et :

14
Vx € R, [Arctan’(x) - ! ]
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Propriétés de Arctan

Sivu:R — R est dér/ivable

(Arctan u)’ = - : 2

Théoreme 3

Arctan est dérivable sur R et :

Vx € R, [Arctan’(x) = ]

Exercice 3

Démontrer le théoreme en utilisant la formule de dérivation des
fonctions réciproques.

28



Propriétés de Arctan

1
Pour tout x € R* :  Arctan x + Arctan — =
X



Propriétés de Arctan

six>0

T
1 o
Pour tout x € R* :  Arctanx + Arctan— = ¢ 2 -
X *E six<O0



Propriétés de Arctan

six>0

T
1 n
Pour tout x € R* :  Arctan x + Arctan — = { 2
X

g six <0

Exercice 4

Démontrer le théoréme en s'inspirant de la preuve de :

Vx € [-1,1], Arccosx + Arcsinx = g



Propriétés de Arctan

Théoreme 4

T six>0
1 — Si x
Pour tout x € R* :  Arctanx + Arctan— = ¢ 2 -
X *E six<O0

SF 7 : Résoudre une équation avec Arctan

Exemple 3

. ' . .. T
Résoudre I'équation d'inconnue x : Arctan 2x + Arctan 3x = 1
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