Sommes et produits

Chapitre 2



[ Les symboles 3 et I]

I Les symboles 3 et []



ai,...,an, bi,..., b, sont des nombres réels ou complexes.



ai,...,an, bi,..., b, sont des nombres réels ou complexes.
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Zak def H K def



ai,...,an, bi,..., b, sont des nombres réels ou complexes.
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Notations
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n
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kzlkdéf. " kli[lkdéf. "



ai,...,an, bi,..., b, sont des nombres réels ou complexes.

Notations
n

n
. ak = ay+ax+---+a = ax = ar XaxX...a
kzlkdéf. " kli[lkdéf. "

Retenir
n+1 n+1

u Zak = L] Hak =
k=1 k=1



ai,...,an, bi,..., b, sont des nombres réels ou complexes.

Notations
n

n
- ak = aj+ta+---+a ] A = a1 XaxX...a
[;_kdéf' n ,;l:[lkdéf. "

Retenir
n+1 n n+1

. Zak: Yoak| +tann Hak:
k=1 k=1 k=1



ai,...,an, bi,..., b, sont des nombres réels ou complexes.

Notations
n

'Zak?31+82+~"+an Hak:alxagx
—1 déf. Pt déf.

Retenir
n+1 n+1

Zak— Zak + an+1 Hak— Hak X ap41



Cadre
ai,...,an, bi,..., b, sont des nombres réels ou complexes.

Notations
n

'Zak?31+82+~"+an Hak—alxagx
—1 déf. Pt déf.

Retenir
n+1 n+1

Zak — <Zak> + ani1 Hak - <Hak> X ant1

Exemple 1

Soit n € N*. Calculer : P, = H



Sommes/produits de termes constants.

Pour tout complexe c€ C: =










Remarque

La lettre k intervenant dans la définition est une variable muette.

12 +22 4+ 3% + ... +100° =



Remarque

La lettre k intervenant dans la définition est une variable muette.

100
PP+22+3 4. +100° =) 2
i=1



Remarque

La lettre k intervenant dans la définition est une variable muette.

100 100
12422432+ 41002 =) 2=
i=1 j=1



Remarque

La lettre k intervenant dans la définition est une variable muette.

100 100 100

12+22+32++1002 :ZIZZ ij: Zk2
i=1 j=1 k=1



2 A quelle lettre a-t-on le droit pour I'indice de somme ?

Remarque

La lettre k intervenant dans la définition est une variable muette.

100 100 100

12 +22 32+ +100° = ZI = Zk2
j=1



2 A quelle lettre a-t-on le droit pour I'indice de somme ?

Remarque

La lettre k intervenant dans la définition est une variable muette.

100 100 100
12422437+ 41002 = 7= 7= Sk
i=1 j=1 k=1

Exemple 2 : Vrai ou faux?




2 A quelle lettre a-t-on le droit pour I'indice de somme ?

Remarque

La lettre k intervenant dans la définition est une variable muette.

100 100 100
12422437+ 4100° =) =D 2=k
i=1 j=1 k=1

Exemple 2 : Vrai ou faux?




2 A quelle lettre a-t-on le droit pour I'indice de somme ?

Remarque

La lettre k intervenant dans la définition est une variable muette.

100 100 100
12422432 4. 4+1002 = Y 2= 2= Y k2
i=1 j=1 k=1

Exemple 2 : Vrai ou faux?

d) [[n=n
n=1




2 A quelle lettre a-t-on le droit pour I'indice de somme ?

Remarque

La lettre k intervenant dans la définition est une variable muette.

100 100 100
12422432 4. 4+1002 = Y 2= 2= Y k2
i=1 j=1 k=1

Exemple 2 : Vrai ou faux?




2 A quelle lettre a-t-on le droit pour I'indice de somme ?

Remarque

La lettre k intervenant dans la définition est une variable muette.

100 100 100
12422432 4. 4+1002 = Y 2= 2= Y k2
i=1 j=1 k=1

Exemple 2 : Vrai ou faux?




3 Généralisation

Généralisation

] Z a; désigne la somme de tous les éléments de la famille (a;); ¢/
icl

. Ha,- désigne le produit de tous les éléments de la famille (a;); ¢/
icl

Convention des sommes et produits vides

-y a= - [[a=

i€ea 15%)



3 Généralisation
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3 Généralisation

Généralisation

] Z a; désigne la somme de tous les éléments de la famille (a;); ¢/
icl

. Ha,- désigne le produit de tous les éléments de la famille (a;); ¢/
icl

Convention des sommes et produits vides

-Za,-zo lHa,':].

i€ea 15%)



4 Regles de base

Convention des sommes et produits vides

-Za;:O -Ha,-:l

i€ea 19%)

Rayer les relations fausses

Z (ak + bk) = Zak+zbk
k=1

H (ak + bk) = Hak+ku
=

S (S ()

Hakbk _ (Hak>x<nbk>

Z/\ak = )\Zak
k=1 k=1

n P n k:}1 p kn:1
(Sa) =>4 (TTa) =114
k=1 k=1 k=1 k=1




4 Regles de base

Convention des sommes et produits vides

-Za,-zo lHa,':].

i€ i€

Rayer les relations fausses

Z ak—i-bk Zak—i—Zbk
k=1

n
H ak—i-bk Hak—i—Hb;
k=1

kl;Ilakbk: (Hak>x<ku

z”:)\ak = )\Z =%
k=1 k=1

H )\ak) )\H dg
k=1

n p n
(Z) -2
k=1 k=1

<k1;‘[13k) = kl;[lai




4 Regles de base

Convention des sommes et produits vides
[ ] z a’- —= 0 ] H ai = 1
1S%] 1S5%)

Rayer les relations fausses

n
Zak-i-bk Zak-i-Zbk H ak + by) = Hak—l— Hb;
k=1 k=1
Hakbk: (Hak>x<ku
k=1 k=1




4 Regles de base

Convention des sommes et produits vides

-Za,-:o -Ha,-:l

i€ea 19%)

Rayer les relations fausses




4 Regles de base

Convention des sommes et produits vides

-Za,-:o -Ha,-:l

i€ea 19%)

Rayer les relations fausses




4 Regles de base

Rayer les relations fausses

Exercice 1
n

On suppose ai,...,a, > 0. Compléter : Z Inay =




4 Regles de base

Rayer les relations fausses

Exercice 1

n n
On suppose ai,...,a, > 0. Compléter : Z Inax = In (Hak>




4 Regles de base

Exercice 1

n n
On suppose a1, ..., a, > 0. Compléter : Z Inag =In (Hak>
k=1 k=1

Exercice 2
n n
On suppose que a1 < by, ..., a, < b, et que : Zak = Zbk'
k=1 k=1

Montrer qu'alors : a1 = by, ..., an = by.



Il Techniques de calcul

m Techniques de calcul



1 Télescopage

Théoreme 1 : Sommes et produits télescopiques

n n

Z(ak+1 = ak) = et H Ahtt =

k=0 —o 9k



1 Télescopage

Théoreme 1 : Sommes et produits télescopiques

n n

dk
Z(ak+1 — ak) = ap+1 — Ao et H Sl =

k=0 —o 9k



1 Télescopage

Théoreme 1 : Sommes et produits télescopiques

n n

k41 dn+1
Z(ak+1 —aK) = ant+1 — Ao et H Gk+1 _ <ntl
k=0 —o 9k a0



1 Télescopage

Théoreme 1 : Sommes et produits télescopiques

n n

dy dn+1
Z(ak+1 —aK) = ant+1 — 4o et H Gk+1 _ <ntl
k:0 A k:0 ak aO

[différence des termes]

extrémes




1 Télescopage

Théoreme 1 : Sommes et produits télescopiques

n n

dy dn+1
Z(ak+1 —aK) = ant+1 — 4o et H Gk+1 _ <ntl
k:0 A k:0 ak 30

différence des termes
extrémes

Etablir les deux formules ci-dessus.



1 Télescopage

Théoreme 1 : Sommes et produits télescopiques

n
Z(ak+1 —aK) = apt1— ao Eit

k=0 A k=0

différence des termes
extrémes

Etablir les deux formules ci-dessus.

n
H dk+1 _ dn+l
ak a0

Exemple 1

Soit n € N* Calculer les sommes suwantes
1

n—ZIn<1—i— ) b) Tnzzm

k=1



2 Exemples de changements d’indice

Le décalage

D =

k=j+1
k=1 J+

10



2 Exemples de changements d’indice

Le décalage

10



2 Exemples de changements d’indice

Le décalage

n n—1 n—1
Zak P Zaj—H: Zak+l
k=1 j=0 k=0

10



2 Exemples de changements d’indice

Le décalage

Exercice 2 : Compléter
n

) Yae = X
k=3 j=

n n—1 n—1
Zak P Zaj—H: ZakJrl
k=1 j=0 k=0

b) Zak = Z a
k=4
n+2 n

c) Zak = Za
k=3

10



2 Exemples de changements d’indice

Le décalage

n n—1 n—1
Zak P Zaj—H: ZakJrl
k=1 j=0 k=0

Exercice 2 : Compléter
n
) Yar = X

b) Zak = Z a
k=4
n+2 n

c) Zak = Za
k=3

10



2 Exemples de changements d’indice

Le décalage

Exercice 2 : Compléter

n+2

n
a) ;ak+2 j:f+2 JZS aj

n n—1 n—1
Zak P Zaj—H: ZakJrl
k=1 j=0 k=0

n

b) Zak = a
k=4
n+2

c) Zak = a
k=3

—.
I|
&y

S

(-
Il

10



2 Exemples de cha s d’indice

Le décalage

n n—1 n—1
Zak kel Zaj—H: ZakJrl
k=1 = j=0 k=0
Exercice 2 : Compléter

n n+2 n+2
a) Zak+2 '7f 5 Z aj= Zak
k=3 J=R2 T k=5

b) Zak = Z a
k=4 j=1
n+2

c) Zak = zn:a
k=3 =

10



2 Exemples de cha s d’indice

Le décalage

n n—1 n—1
Zak kel Zaj—H: ZakJrl
k=1 = j=0 k=0
Exercice 2 : Compléter

n+2 n+2

n
a) Zak+2 o = Zak
k=3 J=rte o k=5

5

D) 2k, 2 A

10



2 Exemples de cha ents d’indice

Le décalage

k=j+1

n n—1 n—1
Zak = Zaj—H: ZakJrl
k=1 j=0 k=0

Exercice 2 : Compléter
n n+2 n+2
) Yan = da=
k=3 = j=5 k=5

n n—3
b) Zak . = Z dj+3
j=1

i
k=4 I+

n+2

c) Zak = zn:a
k=3 =

10



2 Exemples de changements d’indice

Exercice 2 : Compléter

n+2 n+2

n
a) akr2 = aj= )y ak
1;3 2 e JZ; J ;::5

n k3 n—3
b) E:akjf* E:c@+3
Jj=1

k=4 T3

n+2

c) Zak = Zn:a
k=3 j=

10



2 Exemples de cha ents d’indice

Exercice 2 : Compléter

n n+2 n+2

a) ,(Zak+2 j:f+2 JZ: Ei— ;::53;(

=3

n . n—3 n—3
b) > ax J:é_i’j > aii3= ) akss
j=1 k=1
n
c) Zak = Za
j=

=5

10



2 Exemples de cha ents d’indice

Exercice 2 : Compléter

n n+2 n+2
a) Zak+2 T Z Ei— Zak
k=3 J=rt2 TR k=5

k=j+3

n i k_3 n—3 n—3
b) Y a’ = > aii3= ) akss
k=4 j=1 k=1
n+2

n
c) Zak = Za
k=3 =K% 2

10



2 Exemples de cha ents d’indice

Exercice 2 : Compléter

n+2 n+2
Zak+2 i f+2 JZE) aj= Zak
n j=k—3 n—3 n—3
b) z::ak s J; aj+3= I;lakﬂ

n+2

n
<) Zak .:é DI
j:

10



2 Exemples de changements d’indice

Exercice 2 : Compléter

n+2 n+2
Zak+2 i f+2 JZE) aj= Zak
n - _
j=k-3
b) kz:;ak s Z j+3= Zak+3
n+2 K42 n
Q) dak = D aj
k=3 k2 4
Exemple 2

n
2
Soit n € N*. Trouver une expression simple de S,, = Z —
= k(k+2)

10



3 Exemples de changements d’indice

Le renversement

n n
D ak =2 an
k=0 j=0

11



3 Exemples de changements d’indice

Le renversement E a

11



3 Exemples de changements d’indice

Le renversement

n n
> = Yan
k=0 j=0

Remarque

Pour une somme indexée a partir de 1 :

11



3 Exemples de changements d’indice

Le renversement

n n
ook =Y an
k=0 j=0

Remarque

n n
Pour une somme indexée a partir de 1 : Zak = Za
k=1 j=1

11



3 Exemples de c ents d’indice

Le renversement

n n
ook =Y an
k=0 j=0

Remarque

n n
Pour une somme indexée a partir de 1 : Zak = Za,,ﬂ,j
k=1 j=1

11



3 Exemples de changements d’indice

Le renversement

n n
D2k =D an-
k=0 j=0

Remarque

n n
Pour une somme indexée a partir de 1 : Zak = Zanﬂ,j
k=1 j=1

Exemple 3

n
a) Soit n € N. Calculer : S, = Z k.
k=0

1 1
b) Soit n € N*. Calculer:  T,=)» (- - ———
k_l(k n—l—l—k)

11



3 Exemples de regroupements de termes

Regroupements de termes
Exemple 4

Soit n € N*. Calculer la somme suivante : S, = > (—1)¥k2.

12



3 Exemples de regroupements de termes

Regroupements de termes

Exemple 4
2n+1

Soit n € N*. Calculer la somme suivante : S, = > (—1)%k2.
k=0

Séparation des termes d’indices pairs et impairs

2n+1

Z ak = Z ac + Z 2k+1
k=0 k=0 k=0

12



3 Exemples de regroupements de termes

Regroupements de termes

Exemple 4
2n+1

Soit n € N*. Calculer la somme suivante : S, = > (—1)%k2.
k=0

Séparation des termes d’indices pairs et impairs

2n+1 n

n
Zak: Za2k + Zazk+1
k=0 k=0 k=0

N\

(30+32+"'+32nj (31+33+"'+82n+1]

12



3 Exemples de regroupements de termes

Regroupements de termes
Exemple 5

Pour tout n € N*, on pose : = Z

Montrer que pour tout n € N* :

12



3 Exemples de regroupements de termes

Regroupements de termes

Exemple 5

n
1
Pour tout n € N*, on pose : H, = E %
k=1

Montrer que pour tout n € N* :

Séparation des termes d’indices pairs et impairs

2n
Zak = Z az + Z a2k+1
k= k=

k=1

12



3 Exemples de regroupements de termes

Regroupements de termes

Exemple 5

n
1
Pour tout n € N*, on pose : H, = E %
k=1

2n (_1 k
Montrer que pour tout n € N* : ~—— =H, — H>,.

Séparation des termes d’indices pairs et impairs

2n n n—1
Zak = Z az + Z 2k+1
k=1 k=0

k=1

12



4 Des sommes a connaitre

Pour tout n € N :
n

. Zk: - Zk2:
k=0 k=0



4 Des sommes a connaitre

Pour tout n € N :

Zk—Ll) - Zk2:
k=0



4 Des sommes a connaitre

Pour tout n € N :

n(n+1) n(n+1)(2n+1)
St et )




4 Des sommes a connaitre

Pour tout n € N :

B n+1) n(n+1)(2n+1)
St et )

Exercice 3

n
Démontrer la formule sur Z k? en développant (k 4+ 1)3 — k3.
k=0




4 Des sommes a connaitre

Théoréeme 3 : Sommes géométriques

Pour tous ge Cet m<n: qu:

14



4 Des sommes a connaitre

Théoréeme 3 : Sommes géométriques

— s 1
Pour tous ge Cet m< n: qu: 1-gq 97

14



4 Des sommes a connaitre

Théoréeme 3 : Sommes géométriques

—— =i 1
Pourtousge Cet m<n: quz ks

En particulier, si g # 1 : qu =

14



4 Des sommes a connaitre

Théoréeme 3 : Sommes géométriques

@ —— =i 1
Pourtousge Cet m<n: quz ks

En particulier, si g # 1 : Zq

Exercice 4

|

Démontrer la premiére formule en calculant (1 — q) Z q .

k=m

14



4 Des sommes a connaitre

Théoreme 4 : Factorisation de a" — b"

Pourtous ne N*eta,be C: a"—b" =

15}



4 Des sommes a connaitre

Théoreme 4 : Factorisation de a" — b"

n—1
Pourtous ne N*eta,bec C: a"—b"=(a— b)Zakb”_l_k
k=0

15}



4 Des sommes a connaitre

Théoreme 4 : Factorisation de a" — b"

n—1
Pourtous ne N*eta,bec C: a"—b"=(a— b)Zakb”_l_k

k=0
Exemple 6

ajial = b=
b) a* — b* =

15}



4 Des sommes a connaitre

Théoreme 4 : Factorisation de a" — b"

n—1
Pourtous ne N*eta,bec C: a"—b"=(a— b)Zakb”_l_k

k=0
Exemple 6

a) a3 — b® = (a— b)(a®+ ab + b?)
b) a* — b* =

15}



4 Des sommes a connaitre

Théoreme 4 : Factorisation de a" — b"

n—1
Pourtous ne N*eta,bec C: a"—b"=(a— b)Zakb”_l_k

k=0
Exemple 6

a) a3 — b® = (a— b)(a®+ ab + b?)
b) a* — b* = (a— b)(a% + a?b + ab? + b3)

15}



4 Des sommes a connaitre

Théoreme 4 : Factorisation de a" — b"

n—1
Pourtous ne N*eta,bec C: a"—b"=(a— b)Zakb”_l_k
k=0

Exemple 6

a) a3 — b® = (a— b)(a®+ ab + b?)
b) a* — b* = (a— b)(a + a°b + ab? + b3)

Exercice 5

Démontrer la formule en calculant (a — b) > a*b” 1=k




Bonus : preuve de I'inégalité de Jensen

Exercice 6 : Preuve de I'inégalité de Jensen

On suppose f convexe sur [. Soit n € N*. Montrer que pour tous

n
ai,...,an € letty,....t, €[0,1] teIsqueZt,-zl:
i=1

f (it,-a,-) < zn:t,'f(a,')

16



M Coefficients binomiaux et
formule du bindbme

I Coefficients binomiaux et formule du bindme

17



1 Coefficient binomial

Pour tous n € N et p € [0, n], on pose :

()-

18



1 Coefficient binomial

Pour tous n € N et p € [0, n], on pose :

(n) n(n—1)...(n—p+1)

p p!

18



1 Coefficient binomial

Pour tous n € N et p € [0, n], on pose :

(n) n(n—1)...(n—p+1) n!

p! p!(n— p)!

p

18



1 Coefficient binomial

Définition 1
Pour tous n € N et p € [0, n], on poses

18



1 Coefficient binomial

Définition 1

Pour tous n € N et p € [0, n], on pos

Remarque

Pour p > n ou p < 0 on convient que : <n> = 0.
p

18



1 Coefficient binomial

Définition 1

Pour tous n € N et p € [0, n], on pos

Remarque

Pour p > n ou p < 0 on convient que : <n> = 0.
p

Exercice 1

Calculer : a) (

18



1 Coefficient binomial

Théoréme 1 : Formules a savoir

Soit n € N et soit p € [0, n].

= Symétrie :

= Formule de Pascal :

= Formule « sans nom » :

19



1 Coefficient binomial

Théoréme 1 : Formules a savoir

Soit n € N et soit p € [0, n].

= Symétrie : (n) = ( g )
p n—p

= Formule de Pascal :

= Formule « sans nom » :

19



1 Coefficient binomial

Théoréme 1 : Formules a savoir

Soit n € N et soit p € [0, n].

= Symétrie : (n) = ( g )
p n—p
= Formule de Pascal : g + " _ (" +1
p p+1 p+1

= Formule « sans nom » :

19



1 Coefficient binomial

Théoréme 1 : Formules a savoir

Soit n € N et soit p € [0, n].

= Symétrie : (n) = ( g )
p n—p
= Formule de Pascal : g + " _ (" +1
p p+1 p+1

—
» Formule « sans nom » :si p # 0, <n> S <n >

Remarque

Les formules restent vraies lorsque p < 0 ou p > n

19



1 Coefficient binomial

Théoréme 1 : Formules a savoir

Soit n € N et soit p € [0, n].

= Symétrie : (n) ( . )
p n—p
= Formule de Pascal : g s " — (" +1
p p+1 p+1

—
» Formule « sans nom » :si p # 0, R I
p p\p—1

Exercice 2

Démontrer la formule de Pascal.

19



1 Coefficient binomial

-
=
(¢}

oréme 2 : Valeurs

20



1 Coefficient binomial

-
=
(¢}

oréme 2 : Valeurs

20



1 Coefficient binomial

-
=
(¢}

oréme 2 : Valeurs

20



1 Coefficient binomial

Le triangle de Pascal

01 2 3 4 51 6

oréme 2 : Valeurs

-

=

(¢}
jo]

n
AQA
~

I
/\/3\/\

| =
—
~_
Il
S
oo~ WIN| o —




1 Coefficient binomial

oréme 2 : Valeurs

Le triangle de Pascal

n\p| 0] 1 2 3 4 | 5] 6
0 1
1 1] 1
2 1 1
3 1 1
4 1 1
5 1 1
6 1 1




1 Coefficient binomial

Le triangle de Pascal

n 1 2 3 4 | 5| 6

o

oo p|lwW N | o|—
Ll S e =Y = S L )
N
[

20



1 Coefficient binomial

Le triangle de Pascal

n\p| 0|1 2 3 4 1 5] 6
0 1
1 11
2 1] 2] 1
3 1|3 1
4 1 1
5 1 1
6 1 1

20



1 Coefficient binomial

Le triangle de Pascal

n\p| 0|1 2 3 4 1 5] 6
0 1
1 11
2 1] 2] 1
3 113] 3 1
4 1 1
5 1 1
6 1 1
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1 Coefficient binomial

Le triangle de Pascal

n\p| 0|1 2 3 4 1 5] 6
0 1
1 11
2 1] 2] 1
3 13| 3 1
4 1| 4 1
5 1 1
6 1 1

20



1 Coefficient binomial

Le triangle de Pascal

n\p| 0|1 2 3 4 1 5] 6
0 1
1 11
2 1] 2] 1
3 113] 3 1
4 1] 4 1
5 1 1
6 1 1

20



1 Coefficient binomial

Le triangle de Pascal

n\p| 0|1 2 3 4 1 5] 6
0 1
1 11
2 1] 2] 1
3 113] 3 1
4 1] 4 1
5 1 1
6 1 1

20



1 Coefficient binomial

Le triangle de Pascal

n\p| 0|1 2 3 4 1 5] 6
0 1
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1 Coefficient binomial

Le triangle de Pascal

n\p| 0|1 2 3 4 1 5] 6
0 1
1 11
2 1] 2] 1
3 113] 3 1
4 1| 4 4 1
5 1| 5] 10 1
6 1 1
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1 Coefficient binomial
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1 Coefficient binomial

Le triangle de Pascal

n\p| 0|1 2 3 4 1 5] 6
0 1
1 11
2 1] 2] 1
3 113] 3 1
4 1] 4 4 1
5 1| 5] 10| 10| 5|1
6 1 1
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1 Coefficient binomial

Le triangle de Pascal

n\p| 0|1 2 3 4 1 5] 6
0 1
1 11
2 1] 2] 1
3 113] 3 1
4 1] 4 6 4 1
5 1| 5] 10| 10| 5|1
6 16| 15| 20| 15| 6| 1

20
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Théoréme 3 : Formule du bindme

Soient a, b € C. Pour tout n € N :
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2 Formule du bindme de Newton

Théoréme 3 : Formule du bindme

Soient a,b € C. Pourtout n€ N: (a+b)" =) (Z) akpn—k
k=0

Exercice 3

Développer :  (a+b)?, (a+b)3 (a—b)® et (a— b~




2 Formule du bindme de Newton

Théoréme 3 : Formule du bindme

Soient a,b € C. Pourtout n€ N: (a+b)" =) (Z) akpn—k

Exemple 1

Soit n € N.  Calculer : Zn: (Z) et Zn:(—l)k (Z)



2 Formule du bindme de Newton

Théoréme 3 : Formule du bindme

Soient a,b € C. Pourtout n€ N: (a+b)" =) (Z) akpn—k
k=0

Exercice 4

Démontrer la formule du binéme par récurrence sur n.




2 Formule du bindme de Newton

Théoréme 3 : Formule du bindme

Soient a,b € C. Pourtout n€ N: (a+b)" =) (Z) akpn—k
k=0

Exemple 2

Soit n € N*. Calculer la somme : A, = Zk<n>.
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SF 4 : Intervertir des symboles )

> aij =

1<i<n
1<j<p
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Sommes doubles

SF 4 : Intervertir des symboles )

n p
D aij =22 aij

1<i<n i=1j=1
1<j<p
j=1 j=2 cee j=p
p
=1 d11 41,2 ... dlp WZQIJ
=1
. P n p
=2 d21 d22 ... ap WZQQJ
A7 5=y Y ay
i=1j=1
p
i=n| @n1 @n2 .- anp |~ Y anj
J=1

23



Sommes doubles

4 : Intervertir des symboles >

SF

D A=

SN e Y

1<i<n i—1j=1 j=1i=1
1<<p
j=1 j=2 j=p
a1 a1 alp
a1 a2 ap
. o
an1 an2 & S= Zza/’,j
; ; ; S
n n n
a1 > ai2 ... aip
i=1 i=1 i=1

23



Sommes doubles

SF 4 : Intervertir des symboles )

n p P n
> ay=[XX = 3
1<i<n i=1j=1 j=li=1

15<p

Exemple 1

Calculer :

a) S = Z i b) S, = Z (i+J) c) S3= Z 02i—]j

1<ij<n 1<ij<n 0<ij<n
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Sommes triangulaires

SF 4 : Intervertir des symboles >

>, A =

1<i<j<n

DD 3

i= j=
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Sommes triangulaires

SF 4 : Intervertir des symboles >
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Sommes triangulaires

SF 4 : Intervertir des symboles >

Z aij = Zn:zn:ai,j: Zzau

1<i<j<n i=1j—=i = i=

d'abord :

puis :

24



Sommes triangulaires

SF 4 : Intervertir des symboles >

n

Z aij = Zzn:ai-,j: iiau

1<i<j<n i=1j=i j=1i=1

dabord : 1<j<n
puis: 1<i<j

24



Sommes triangulaires

SF 4 : Intervertir des symboles >

J

>, A= iiau: Z

aij
1<i<j<n i=1j=i j=1i=1

24



Sommes triangulaires

SF 4 : Intervertir des symboles )

Z ajj = iiai-j: iiaﬁf

1<i<j<n i=1j=i j=1i=1

2. W=D ) A=) A

1<i<j<n = J= j= i=

24



Sommes triangulaires

SF 4 : Intervertir des symboles )

ST b3 31 3) 3

1<i<j<n i=1j=i j=1li=1

>, ai= ”il i 3ij =D aij

1<i<j<n i=1j=i+1 j= i=

24



Sommes triangulaires

SF 4 : Intervertir des symboles )

ST b3 31 3) 3

1<i<j<n i=1j=i j=1li=1

n j—1

> = =Y

1<i<j<n i=1j=i+1 j=2i=1

24



Sommes triangulaires

SF 4 : Intervertir des symboles >

Z ajj = iiai-j: Zza’d

1<i<j<n i=1j=i Jj=1li=1
n j—1
YDJETE 35 SPTED 3)»
1<i<j<n i=1j=i+1 j=2i=1

Exemple 2

Calculer : sz b) S = Z i

i=1j= I 1<i<j<n

24
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