IV Polynémes scindés et relations entre coefficients et racines Polynémes

1 Polynémes scindés
Définition 1

Soit P € K[X], non constant, de degré n € N*. On dit que P est scindé sur K si :

* P se factorise dans K[X] en un produit de polynomes de degré 1ie.: P =

* Cest équivalent a :
~————

Exemple 1 — Les polyndmes suivants sont-ils scindés sur R:a) P = X* - 2X? + 1. b)Q=Xx3-1

k=0 k=0 k=1

n—1 i n—1 n—1 )
Exemple 2 — Soit n > 2. a) » Montrer : [X” = ]_[(X g )] b) En déduire : [ZX" = ]_[(X - ebr]fn)]

Théoreme 1 : d’Alembert-Gauss (Admis)

Tout polynéme non constant de C[X] possede :

En conséquence :

Exercice 1 — Démontrer la conséquence par récurrence sur le degré a I'aide du théoreme de d’Alembert-Gauss
2 Relations entre coefficients et racines

e Cadre. P:Zaka =a,(X —z1)x---x (X —z,) est un polynéme scindé sur K de degré n.
k=0
m Rappel :lecas n=2

SiP=aX?+bX+c=a(X-2z)(X-2z,)alors: *z 42y = * 212 =

SF 5 : Résoudre un systéme non linéaire

. Z1+2y=5§
Les solutions de { '~ 2 sont :
2122 =p

m Cas particulier important : le cas n =3

Théoréme 2

Soit P=aX3+bX?+cX+d=a(X—2)(X-25)(X —23) :

Exercice 2 — Etablir ces relations en développant 'expression factorisée de P puis en identifiant les coefficients.

SF 5 : Résoudre un systéme non linéaire

Z1+2z2p+z3 =«
Les solutions de < zz) + z;z3 + zpz3 = sont:

212223 =Y

X+v+z=0

Exemple 3 — Résoudre le systéme (S) suivant d’inconnue (x,7,z) € C3, (S): {xp+yz+xz=-2
xyz=-1

m Le cas général m

En identifiant les coefficients dans I'égalité: (X —z1)(X —2z;)...(X —z,)= Z—Xk, on obtient le théoreme :

an
Théoréme 3 L=l
*Z1+zZpt+-t 2y = *Z1Z2p+z123+ -+ Zy_ 12, = ®2123...2, =

* Remarque. Plus généralement pour tout k € [[1,n] :

Exemple 4 — Soit n > 2. En considérant le polynéme P = X" — 1, retrouver la formule donnant la somme des
racines n-iémes de 'unité et trouver une formule pour le produit.



