Puissances de matrices carrées
o Cadre. n € IN* est fixé.

1 Lanneau .7, (K)

Définition 1

La matrice identité de taille n est la matrice diagonale :

~—————

* Remarque. Pour toute A € #,(K): 1. 2.

* Remarque. (#,(K),+,X) est :

“* Attention 4

2 Calculer les puissances d’'une matrice carrée
» Cadre. Etant donnés A € .#,(IK) et p € N, on souhaite calculer A?P. + Rappel. A =1, (élément neutre)
m Méthode 1 : par récurrence

1 1 1
Exemple 1 Matrice pleine de 1 — On consideére la matrice: [ = [1 1 1}

Calculer J? puis montrer: VpeIN*, JP= 3Py

m Méthode 2 : avec la formule du binome

x

Soient A, B € .#,(KK). On suppose que : [ ]alors pour tout p € IN

“* Attention “%* Si AB = BA, alors, par exemple :

* Remarque. Toute matrice de .#,(IK) commute avec : ® .
1 1 2 3 1 1
Exemple 2 — Calculer I'expression de A pourpeIN:a)A=[0 1 0 b)yA=[1 3 1
0 0 1 1 1 3
m Méthode 3 : a I’'aide d’un polynéme annulateur
d d
* Notation. Soit P = Zaka € K[X]. Pour toute A € .#,,(K), on note P(A) la matrice ZakAk e #,(K)
k=0 k=0
1 0 0
Exemple 3 — Soit n € N. On souhaite calculer une expression de A” o A est la matrice: A=[0 1 1
0 0 2

1. Calculer A? et trouver P € R,[X] tel que P(A) = 0.
2. En déduire une expression de A" en exploitant la division euclidienne de X" par P.

3 Application aux systemes de suites récurrentes
Upp1 =3Uy+ vV, + W,
Exemple 4 —Onpose: uyg=1 et vg=wy=0 puispourtoutneN: Vpe1 = Up + 30, + W,

Calculer explicitement u,, v, et w, en fonction de n pour tout n € IN. Wiy = Up+ 7V, + 3wy
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