Il Entiers premiers entre eux Arithmétique dans Z

e Cadre. * a,b et c sont des entiers relatifs.

1 Définition

Définition 1

On dit que a et b sont premiers entre eux si :

Ou encore si :

Exemple 1 — 9 et 14 sont premiers entre eux mais 9 et 12 ne le sont pas.

SF 8 : Résoudre dans IN? une équation faisant intervenir x Ay ou x vy

SiaAb=donpeutécrire: | a=da’ et b=db’ ou: a' Ab =1

xAy=10

n Exemple 2 — Résoudre le systéme suivant d’inconnue (x,y) € N? :
xVy=120

Exemple 3 — Résoudre I’équation x Ay = x> —y? — 2 d’inconnue (x,y) € N2.
~————

2 Théoréme de Bézout et lemme de Gauss

Théoréme 1 : Théoréeme de Bézout

Il'y a équivalence entre :

i) a et b sont premiers entre eux i)

Exercice 1 — Démontrer cette équivalence

Théoreme 2 : Lemme de Gauss

o % Attention %* .SiaAb=1: a|bc x alb ou al|c. DParexemple:

Exercice 2 — Démontrer le lemme de Gauss a ’aide du théoréme de Bézout.

SF 7 : Résoudre dans Z? I’équation diophantienne ax + by =collaAb=1

Exemple 4 — Trouver tous les (x,p) € Z? tels que 7x+ 12y = 3.

3 Conséquences classiques

Théoreme 3 : Entier premier avec un produit

* Extensions.*Si: aAby=1,...,aAb,=1 alors: aA(b;...b,)=1
*SiaAb=1alors pourtousmnelN: a"Ab" =1

Exercice 3 Lx. §6.1, banque INP — Démontrer le théoréme a l'aide du théoréme de Bézout.

* Extension. Si ay,...,a, divisent c¢ et sont premiers entre eux deux a deux alors leur produit a; ...a, divise c.
“* Attention %* SiaAb=1: alc et b|c x ab|c. Parexemple:

Exercice 4 Lx. 94.2, banque INP — Démontrer ce résultat a 'aide du lemme de Gauss.

Exercice 5 Forme irréductible d'un rationnel — Soit r € Q.
Montrer qu’il existe un unique couple (p,q) € ZxIN* tel que : r = % et pAg=1



