Orthogonalité dans un espace préhilbertien E Espaces Préhilbertiens
1 Vecteurs orthogonaux

Définition 1

Deux vecteurs x,v € E sont dits orthogonaux lorsque :

Exemple 1 — 1. Dans E = €([0, 2rt],R), montrer que f : t > cost et g: t > sint sont orthogonales
2. Dans E = #,(R), montrer que les matrices A = (_41 :g) et B= (f _22) sont orthogonales.

N
.
|
N
.

Théoreme 1 : Théoreme de Pythagore ]

Deux vecteurs X,y € E sont orthogonaux ssi :
\

Exercice 1 — Démontrer I’équivalence précédente a I'aide d’une identité remarquable.
Définition 2

I

Une famille (u;);e; de vecteurs de E est dite :

* Orthogonale si : * Orthonormale si :
-
Exemple 2 — Dans R” muni du produit scalaire canonique, la base canonique (¢;);<;<, est orthonormale.

Exemple 3 ¥ — Dans ¢([0, 27t],IR), muni du produit scalaire (f |g) = _[0 t)dt, on considére la fa-
mille de fonctions (f},),en+ définies pour n € IN* par f,, : t — sin(nt). Montrer que cette famﬂle est orthonormale.
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Exemple 4 — Soit ay,...,a, € Rdistincts. Trouver une base orthonormée de R, [X] pour (P, Q) — Y P(ay)Q(ax)
k=0

Théoreme 2 : (Pythagore) <
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Si (uq,..., up) est une famille orthogonale, alors :

&
Exercice 2 — Démontrer cette égalité.
~

Toute famille orthogonale de vecteurs non-nuls est :
\ J/

Exercice 3 — Démontrer le théoréeme.

2 Coordonnées dans une base orthonormale ; ;

o Cadre. « E est euclidien * Z=(ey,...,e,) est une base orthonormée deE ex=) xje;, *v=1) vie;
Exercice 4 — Montrer a) x; = (x| ¢;) b) (x]) = z xv; € x| = z X2 = =

* Remarque. Si X et Y sont les colonnes des coordonnées de x et v :

Exercice 5 v — Soit f € Z(E). On pose A = Matgf. Montrer que pour tous i,j € [1,n]:  a;; = (f(ej) | el-).
3 Supplémentaire orthogonal d’'un sous-espace
Définition 3

Soit A une partie de E. L'orthogonal de A est I'ensemble des vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de A
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Exemple 5 —a) El= b) {0}t = c) AL = Vect(A)*

Exercice 6 ¥ — Démontrer que At est un sous-espace vectoriel de E.

SF 7 :Déterminer F+ lorsque F est donné sous forme de « Vect »

Si F = Vect(uy,..., u,) alors, pour tout x € E : xe€Ft — (x|u;)=0, (x|uy)=0,..., (x | up) =0
Exemple 6 — 1. Déterminer R [X]* pour le p.s. défini sur R,[X] par (P|Q) = P(-1)Q(-1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1)
2.9 Ex. 92.3, banque INP Dans .#,(R) on note F ’ensemble des matrices diagonales. Déterminer F*.
Théoreme 4

Soit F un sous-espace de dimension finiede E: .

En conséquence, si E est de dimension finie :

Exercice 7 — Démontrer le théoréme.



