I Formes « linéaires alternées Complément sur les permutations

* Cadre. * neIN*. -« E est un K-espace vectoriel
e f:E" — K est une forme n-linéaire au sens de la définition suivante.

Définition 1
On dit que f est n-linéaire si elle est « linéaire par rapport a chaque variable » i.e. :
* pour tout j € [[L,n] < pour tous tous il an 2l o a iy © 1B

~—————

Exemple 1 —
1. Un produit scalaire (x,p) — (x| p) sur E est en particulier une forme bilinéaire sur E.

2. Lapplication f : (A, B,C) > tr(ABC) est une forme trilinéaire sur ., (K).
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Exemple 2 Exemple de référence — Sur E = R?.
On note f I'application définie pour tous u = (x,y) € R et v = (x’,y') e R? par:  f(u,v)=xy'—x'y = -

Cette application est une forme bilinéaire sur R?. Elle est de plus alternée au sens de la définition suivante.

Définition 2

f est alternée si pour tous xq,...,x, € E :

~————

Si f est alternée, alors elle est antisymétrique i.e. pour tous x1,...,X, € E et toute transposition 7 de [[1,n] :

* Remarque. Si v = (i, ]) cela s’écrit :

» Conséquence. Pour toute permutation o :

Exercice 1 — Démontrer le théoréme dans le cas ou v = (1, 2).

* Remarque. La réciproque du théoréme 1 est vraie : toute forme n-linéaire antisymétrique est alternée.
En pratique : effet des « opérations élémentaires »
Si f est n linéaire alternée pour tous i,j € [1, n]] disctincts et tout A € K :
s Typel: f(xg,e.., AXjeo,xy) = Af(X1,..0, %)

s Type2: fl..,%+Ax;...,%5...}= f(-. 0, %50, X500

® Type 3: f(...,Xj,...,Xi,...) = —f(...,xi,...,xj,...)

Exercice 2 — Démontrer le point 2 i.e. vérifier que:  f(...,x; + Axj,..., X)) = f(o.0, Xp000, Xpn)

Théoréme 2 : Une forme n-linéaire alternée s’annule sur toute famille liée

Si f est alterné et si (xg,...,X,) est une famille liée de n vecteurs de E :

Exercice 3 ¥ — Démontrer le théoréme.

Exercice 4 w Expression d'une forme n-linéaire alternée — On suppose E de dimension finie n. Soit = (by,..., by,)
une base de E et xy,...,x, € E . Pour tous i,j € [1, n]], on note a;j la i-iéme coordonnée de X; dans £.

n

Montrer que: | f(x,...,x,) = f(by,...,by,) Z 8(0)(]_[%(]'),]')'

€S, j=1




