Familles sommables

Exercices

Notation. Pour tout a > 1, on pose :

m Sommes «a p + g constant »

9 Soit a € R%.. Etudier la sommabilité de :
X 1 1
® Sommation par paquets a) ( ) ) (—)
(p+q)* Jpg=1 (p? +a) Jpg21
. 1
1 Soit r € [0, 1] et 6 € R. Justifier la sommabilité et c) (( iq G ) d) ( T )
*4 caleuler la somme de (r|”|ei”6)nez. PTar Tpax1 Pora pazt
. . Soit a,b € C.
2 Soit f : IR}, — IRY, bijective et strictement croissante. *10 ona AP b
g 1 f—l( ) de mé Justifier I’existence et calculer : Z m
Montrer que Zm et Z >— sont de meme nature. 720 p+4q)-
Indication : considérer les ensembles I, ={k e N* | n< f(k) <n+1}.
11 On admet :
3 S +00 (_1)k—1
#% 1. Soit n e N* et ay,...,a, € N* deux a deux distincts. Vxe]-1,1], In(1+x)= p ¥k
n n
k=1
Montrer que : Zak > Zk. (—1)P*a
k=1 k=1 Justifier I’existence et calculer : Z P‘i—l
2. Soit ¢ une permutation de IN*. 2039(p+q+1)
Montrer que la série Z (;(n) est divergente. 1
n-inn haite établir : —— =20(3).
Indication : considérer les ensembles I, = {k eIN* | 2"<k< 2”+1}.*E On souhaite établir Z pg +p2q ¢(3)

m Sommes triangulaires

p.q=>1
1. A l'aide d’'une sommation par paquets, montrer que :

Y = -

pa’+p’q

+00 +00 p,gEN* n=1
*4 Calculer § = ZOka' 2. Alaide, du théoréme de Fubini, montrer que :
n n +00
400 +00 Z _ 1 v Hs
5 Pour quels @ € R la somme sz—a est elle réelle? = pqz + qu — n?
*k —1 k=
n=th=n puis conclure.
6 Soit (ay,),>1, positive, telle que Zan converge.
* +00
o " N — "
Pour tout entier k> 1, on pose : Uy = kZ n m Découpages a base d’arithmétique
—n(n+1)
Montrer que la série Zuk converge et calculer sa somme. *1*3‘3 Soit z € C tel que |z[ <1.
+o00 on
z z
Montrer que : —_— =
7 Soit (a,) € RN de limite nulle. q ;1 -2 1-z
¥ Pour toutn>1,onpose: A,=a,—a,.
L 2 4
. T T
On suppose que la série ZAnlnn convioge absi:lment On admet que:  ((2)= . et C(4)= o
Jokok .
Montrer que Za—" converge et que : Za—” = ZAan Calculer :
! = S1 = L b)S, = L S;= L
" a)l_Z 2.2 )2_Zp2q2 )S_szqz
A — - * p,.q=1 p,g=1 p,.q=1
ou: H, Zk pour tout n € IN". i pAg=1
k=1
. . 15 Pour tout n € IN* on note :
8 Soit (a,),>1, positive, telle que Z\/ﬁan converge. |
Rk * d, est le nombre de diviseurs positifs de n.
Pour tout n € N, on pose : Z ap- * s, est la somme des diviseurs positifs de n.
[, 1. M 1 Py i
Montrer que la série Z converge. - Montrer que pour tout a > 1 - (C(a)) - 1,1_11
n=
+00 s
2. Montrer que pour tout a > 2: Cla)C(a-1)= n_Z‘

n=1




Soit A : IN* — R telle que:
pour tout nombre premier p € IP
pour tous m,n € IN*.

16 AN =1, Ap)=-1,

Kk et

n

+o0
1. Justifier que la série Zz\(n) al converge absolument

1—x"
n=1
pour tout x € ]-1,1[. On note N(x) sa somme.
2. Pour tout m € N*, on pose: o(m)= ZA(d).
d\m

+00
Montrer que pour tout x € |-1,1[:  N(x) = Za(m)xm
m=1

+00
3. En déduire que pour tout x€ ]-1,1[:  N(x)= Zx”z
n=1
17 Pour tout n € IN* on pose :
2204

A Inp sin=pFpour certains p € P et k € N*
n) =
0 sinon

1. Montrer que pour tout n € IN*: ZA(d) =lnn
dn
+00 +00
) A(n) < lInn
2. Montrer que pour tout a > 1: C(a)z ks Zn—a
n=1 n=1
Inp 1
. En déduire : — = — 1).
3. En déduire Zpa o a_1+O( )
pelP a>1
m Théoreme de Fubini
1)
18 Justifier I'existence et calculer : Z u
qP
. pg=2
19 Soit z € C. Etudier la sommabilité et, le cas
Kk

échéant, calculer la somme de :

p pzP
Wi O l)
q: P40 p-a- p9=0

o )L @ ()
p p9=0 p 0,420

20 Soitze Ctel que: |z]< 1.
1. On considérant la famille (zp(zq‘l)) établir :
pqz1
400 Zzp_l +00 Z‘D
Zl_zzp_l _Zl_zzp
p=1 p=1
+00 +00
. (=1)PzP+! B ZP
2. Etablir: Z 1 = T
p=0 p=1
+00 k=1
-1
21 On admet: Vxel-1,1], ln(1+x):Z( ) XK.
o k
" k=1
On pose: y= nlil}lw(zz —In n) (constante d’Euler).

a) Montrer que : 1-vy

k=1
*Z"’(:(n) -1
n=2 n B
+00

b) Montrer que :

22

Soit n € IN*. On appelle partition multiplicative de n

A(mn) = M(m)A(n), ¥ toute liste (dy,...,d,) d’entiers tels que 1 <dy <--- < d, pour

laquelle d; ...d, = n. Pour tout n € IN*, on note u, le nombre
de partitions multiplicatives de n.
1. Montrer que pour tout s > 1 :

Uy 1
ns Z 242343 | nn

as,...,a, €N
202393, .n%n=p

nS

2. En déduire que pour touts>1: u, =O(n’).

m Avec des décompositions en éléments simples

1
Montrer que : Z 5 5 =C(2).
oo P P+a7+1)
1
Montrer que : —=
M;wpq(ww 1)
Soit ze C\{Z}.
+00 +oo
1 D"
Mont : = .
ontrer que ;z(z+1)...(z+n) e;«n!(z+n)
= Produit de Cauchy
1 6
Pour tout n €N, on pose: w, = o h

k=0
Montrer que la série E w, converge et calculer sa somme.

Soient a,b € C distincts tels que: [a|<1 et |bl<1.
I n+l n+l1
a™ —b 1
Etablir : = .
abur L a-b 1—(a+b)+ab

Soit z € C tel que |z] < 1. Montrer que la série

Z(n ; P)Zn converge absolument pour tout p € N et que :

& n+p\ , 1
Y[ =

n=0
On suppose Zan absolument convergente et an conver-
n
gente. Pour tout n € N on pose: ¢, = ) axb,_x. Montrer
k=0

+00 +00 +00

que ch est convergente et que : ch = (Zan)(an).
n=0 n=0 n=0



