IV Nombres premiers (démonstration)

4 La décomposition en facteurs premiers

Théoréme 4 : Décomposition en facteurs premiers

Tout entier a > 2 s’écrit de maniere unique sous la forme: a= p(flpgz Py
avec: ®pi,...p, €P. *p1<py<--<py. *ay,...,a, € N*
De plus, les p; sont les diviseurs premiers de a et les a; sont les v, (a) pour tout i € [1,7].

Démonstration du théoréme.
* Existence. On montre par récurrence forte sur a > 2 : « a s’écrit comme un produit de nombres premiers. »
* Sia=2.Alors aest un « produit » d’'un seul nombre premier a savoir 2 (le produit est réduit a un seul terme).
* Soit a > 2. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang a i.e. que tout entier k € [2,a]| est un produit de nombres
premiers. Montrons qu’alors, a+ 1 s’écrit aussi comme un produit de nombres premiers.
Deux cas sont possible :
* Ou bien a+ 1 est premier auquel cas c’est un « produit » d’un seul nombre premier (a savoir a+1).
* Ou bien a+ 1 n’est pas premier, il s’écrit ainsi a+ 1 = bc avec b,c € [[2,4]).
L’hypothése de récurrence assure que b et ¢ s’écrivent comme des produits de nombres premiers.
Il en va donc de méme de l'entier a+1 = bc
On a prouvé que tout entier a peut s’écrire sous la forme a = py ... px avec py,..., px € IP, non nécessairement
distincts. On obtient I’écriture du théoréme en regroupant les nombres identiques et en les rangeant par
ordre croissant.
* Unicité. Supposons que : a—qfl. qf,{” avec: *qy,...q, €P. * g1 << qp. *Bi,ees P €N
On va montrer que :  * Les g; sont les diviseurs premiers de a ¢ Les j3; sont les valuations p;-adiques de a
On sait déja que les g; sont des diviseurs premiersdea: ¢q; =p; , ..., 4, =p;, ~ pourcertainsiy,..., i, €[[1,n].

Posons | = {iy,...,i,,} et pour touti €[[1,n]]: (1) a;=p; siie] (2) a;=0siig]
n
Par conséquent: a= q’ pi p

Le résultat de I'exercice 6 de cours la partie IV assure que pour touti € [1,n]:  a; =vy,(a).
Ceci prouve comme voulu que :

* Aucun des a; n'est nul donc J =[[1,n] et (91,...,9m) = (P1>---»Pn)

e Pourtouti€[[1,n]: Bi=a;=v,(a)

N
Soit a,b € N* et py,...,p, les facteurs premiers apparaissant dans la décomposition de 4 ou de b.
On peut écrire:  a=p{'...py" et b=p|". pﬁ" ol a;=vp(a) et B;=v,(b)pourtoutie[l,n].
1. b|a ssiles valuations p;-adiques de b sont mferleures acellesdea: Vie[l,n], Bi<a;
n n
min(a;,pB;) max(a;,p;)
2.°a/\b:]_[pi wzvb:]_[pi
i=1 i=1
| J
Démonstration .
1. Supposons que b | a. T mina;p)
Il existe donc k e N* tel que: a=kb 2. Posons:  d = l_[pi
S ] i=1
Soit i €[[1,n]: Montrons que d =a A b.
a; =vp,(a) =v,,(kb) =vp, (k) +v,,(b) = ; e Pourtoutie[1,n]: min(a;,B;)<a;
— D’apres le premier point: d divise a.
=0 =bi On montre de méme que d divise b.
Réciproquement supposons que p; < «; pour tout Par conséquent: d|aAb.
ref1,n]. e Les diviseurs premiers de a A b sont des diviseurs
Alors : pﬂ d1V1se pl pour tout ie[l,n] premiers de a et b donc la décomposition en fac-
teurs premiers de a A b est de la forme :
gl Bi
Ainsi: b= ]_[P divise a = ]_[p anb=p]'...p)" pour certains y,...,y, € N
Vu que a A b divise g, le premier point assure que
¥i < a; pour tout i € [1,n].
Deméme: y;<p; pourtouticell,n].
Ainsi: y; <min(a;, ;) pour toutie[1,n].
Par conséquent: aAb|d (a nouveau avec le
premier point).
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