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3 Approfondissement : une définition de l’exponentielle
• Objectif. Donner une définition rigoureuse des fonctions sinus et cosinus.
• Point de départ. On a vu que :

• Pour tout z ∈C, la série
∑ zn

n!
est absolument convergente.

• Pour tous a,b ∈C : (⋆)
+∞∑
n=0

(a+ b)n

n!
=

+∞∑
n=0

an

n!
×

+∞∑
n=0

bn

n!

Pour tout z ∈C, on pose : ez =
déf.

+∞∑
n=0

zn

n!

Définition 1

• Remarques:
• La relation (⋆) se réecrit : ez+z′ = ezez

′
pour tous z,z′ ∈C.

• La définition de l’exponentielle assure que pour tout z ∈C : ez = ez

• En particulier, pour tout x ∈R :
∣∣∣eix∣∣∣2 = eixeix = eixe−ix = e0 = 1.

Exercice 1 — Soit z ∈C. Montrer que
etz − 1

t
−→
t→0

z

Pour tout x ∈R, on pose : cosx =
déf.

Re(eix) =
eix + e−ix

2
et sinx =

déf.
Im(eix) =

eix − e−ix

2i

Définition 2

• Remarques:
• L’identification des parties réelles et imaginaires dans la formule ei(a+b) = eiaeib établit les formules

d’addition : cos(a+ b) = cosacosb − sinasinb et sin(a+ b) = sinacosb+ cosasinb.
• La relation eix = e−ix fournit la parité de la fonction cosinus et l’imparité de la fonction sinus.

• Sachant que pour tout x ∈R : eix = cosx+ i sinx , l’égalité :
∣∣∣eix∣∣∣2 = 1 s’écrit : cos2 x+ sin2 x = 1.

Exercice 2 — Soit z ∈C. Montrer que ϕ : t 7→ etz est dérivable sur R et que ϕ′(t) = zϕ(t) pour tout t ∈R.

Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R et : cos′ = −sin sin′ = cos.

Théorème 1

■ Correction des exercices et preuve du théorème

Exercice 1 — Montrons que :
etz − 1

t
−→
t→0

z.

Soit t ∈R∗ :
etz − 1

t
=

+∞∑
n=1

tn−1 z
n

n!
= z+ t

+∞∑
n=2

tn−2 z
n

n!

Si |t| ≤ 1 :∣∣∣∣∣etz − 1
t

− z
∣∣∣∣∣ ≤I.T.

|t|
+∞∑
n=2

|t|n−2
∣∣∣∣∣znn!

∣∣∣∣∣ ≤|t|≤1
|t|

+∞∑
n=2

∣∣∣∣∣znn!

∣∣∣∣∣︸  ︷︷  ︸
C

où C est un réel 1 indépendant de t.

Par encadrement :
∣∣∣∣∣etz − 1

t
− z

∣∣∣∣∣ −→t→0
0.

Exercice 2 — Soit t ∈R.

Montrons que :
ϕ(t + h)−ϕ(t)

h
−→
h→0

zϕ(t).

Soit h ∈R∗ :
ϕ(t + h)−ϕ(t)

h
=
etz+hz − etz

t
= etz

ehz − 1
h

Avec le résultat de l’exercice précédent :

ϕ(t + h)−ϕ(t)
h

= ϕ(z)
ehz − 1

h
−→
h→0

ϕ(z)× z

■ Démonstration du théorème 1
On applique le résultat précédent avec z = i :

la fonction ϕ : t 7→ eit est dérivable sur R et pour
tout t ∈R : ϕ′(t) = ieit = −sin t + i cos t.
En conséquence :

• la fonction cos = Re(ϕ) est dérivable, de déri-
vée t 7→ −sin t

• la fonction sin = Im(ϕ) est dérivable sur R de
dérivée t 7→ cos t.

1. Par convergence absolue de
∑ zn

n!


