Dériver une fonction de deux variables

1 Développement limité a I'ordre 1
 Cadre. » U est un ouvert de R?> ¢ f: U — R est une fonction de classe ! * p = (a,b) est un point de U.

Théoréme 2 : Développement limité a I'ordre 1 N

f admet en (a,b) le développement limité a l'ordre 1 :

flaxhb+h) = f(a,b)+a—f(u,b)h+a—f(a,b)k+o(||(h,k)||)

(h,k)—0 dx dy
| —
L(hk) linéaire en (k) Peopronit:
L J

Démonstration du théoréme. Puisque U est un ouvert, il existe r > 0 tel que B(p,r) C U.
La fonction R: (h,k) +— f(a+hb+k)— f(a,b) - 3—£(a, b)h - 3—};(a, b)k  est donc bien définie sur B(0,r).

M t . R h,k = hlk
ontrons que (h, k) (b0 0( ll( )”)

Soit € > 0 il s’agit de montrer qu’il existe a > 0 tel que pour tout (h,k) € B(0,a) : |R(h, k)| < e ||(h, k)||.
Soit (h, k) € (0, r). L'idée est de décomposer l'accroissement f(a+h,b+k)— f(a,b) en deux termes ou seule une
des deux coordonnée varie. Précisément on écrit :

R(hk) = fla+hb+k)—f(ab+k) - 3—];(a,b)h+f(a,b+k)—f(a,b)— %(u,b)k

Ri(h) Ry (k)

o, puisque t > f(a+t,b+k) est de classe ¢! sur [0,7] :
"af of "of Jof
Ry(h) = Uo St nbrkde —g(a,b)h_L (§(a+t,b+k)—§(a,b))dt

Par continuité de 9 en p = (a,b), il existe @ >0, que l'on peut supposer inférieur a r, tel que

dx

Jd d
V(x,0) € B(p,ay), ‘%(x,y)—a—i(a,b)‘gs

Si (h,k) € B(0,ay), alors (a+t,b+ k) € B(p,a1) pour tout t entre 0 et h donc: |Ry(h)| €]h|.
d
De méme, par continuité de % en (a,b) il existe a; €10, r[ tel que: |Ry(k)| <elk] deés que (h k)€ B(0,as).

En posant @ = min(ay, @), ce qui précede assure que si (h,k) € B(0,a) :
IR(h, k)l < IRy (h)| +[Ra (k)| < e [h] + e [k| < € [|(h, k) || + & [|(h, k) | = 2& [[(h, k)
* Notion de différentielle (hors programme). L'application
R? — R

d d
(h k) — a—i(a, b)h+ é(a, b)k

est une forme linéaire sur R? appelée différentielle de f en p = (a,b) et notée df (p).

Rappelons que le gradient de f en p = (a,b) est le vecteur:  Vf(p) = (3—£(a,b), 3—];(a, b)).

Par conséquent, pour tout vecteur v = (h,k) € R? : [df(p)(v) =(Vf(p)| v)].
L'application df(p) est donc l'application « produit scalaire par Vf(p) ».

flp+v) = fp)+df ()W) +ollviD)

Le développement limité de f en p = (a,b) s’écrit :
v

La notion de différentielle est I’analogue de la notion de dérivée pour les fonctions de deux variables. Cette
notion sera étudiée en deuxiéme année.
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