Il Polynéme dérivé Polynémes

1 Généralités
Définition 1

n
Soit P = Zaka e K[X]avec n > 1. On définit le polyndme dérivé de P par :
k=0

* Remarques: ¢ P’ = 0 ssi *SidegP>1,alors: degP’ =
Exercice 1 — Soient P, Q € K[X]. Montrer que: (PQ) =P’Q+PQ’.

SF 2 : Calculer le reste de la division euclidienne de A par B
Exemple 1 — Soit n € N. Calculer le reste de la division euclidienne de X" par X? —4X +4.

2 Polynémes dérivés d’ordres supérieurs
+ Notation. On définit par récurrence les polynomes dérivés successifs de P e K[X]:» PO =P «Vne N, P+

Théoréme 1 : Opérations
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Soient P,Q € K[X], A,y € K et soit n € IN.

o (AP +uQ)™ = e Formule de Leibniz. (PQ)™ =

Théoréeme 2 : Formule de Taylor polynomiale N

‘r

SoientaeKetneN. Pourtout PelK,[X]: P=

L J
Exercice 2 — Démontrer la formule par récurrence sur n € IN.

3 Multiplicité d’une racine

Définition 2

Soit P € IK[X] non nul et a € K. La multiplicité de a dans P est le plus grand m € N tel que (X —a)™ | P.
Autrement dit, a est racine de multiplicité m de P si:

¢ Ou encore :

Exercice 3 — Dans la définition qui précede, justifier I'existence d'un plus grand m € IN tel que (X —a)” | P.
Exemple 2 et vocabulaire — P = (X —1)>(X — 3)(X + 5)3 posséde trois racines: 1, 3 et -5

Théoréme 3 : Généralisation des résultats du Il

*Si ay, ..., a sont racines distinctes de P de multiplicités au moins my, ..., my :

*SidegP=nelN:

4 Polyndémes dérivés et racines multiples
Exercice 4 — Soit a € K et soit k € IN. On pose A = (X —a)™. Calculer le polynome A®). Que vaut AK)(a)?

Théoreme 4

Soient P € K[X], a € Ket m € IN*. Il y a équivalence entre :

i) a est racine de P de multiplicité m ii)

Exemple 3 — Trouver la multiplicité de 1 dans P = X° —4X? + 3X.
Exercice 5 » Ex. 85.1, banque INP — Démontrer I’équivalence du théoreme ci-dessus.
» Conséquences.

¢ g est racine simple de P si et seulement si P(a) =0 et P’(a) = 0.

* Siaest de multiplicité m > 1 dans P alors a est de multiplicité m —1 dans P’.
Exemple 4 — Soit n € IN*. Montrer que X" — 1 n’a que des racines simples dans C.

Théoreme 5 ]

Soient Pe K[X],ae Ket meIN*. (X —a)” divise P ssi:

Exercice 6 ®Ex. 85.2, banque INP — Trouver a,b € R tels que P = X° +aX? + bX soit divisible par (X —1)%.
Exemple 5 — Montrer que (X? + 1)? divise X3+ X4+ 2X3+2X?+ X + 1.



