I Convexité : rappels de terminale Rappels et compléments sur les fonctions

* Cadre. ¢ I est un intervalle * f:I - R est une fonction définie sur I

1 Définition et position par rapport aux cordes

Définition 1

La fonction f est convexe si pour tous a,b e[ :
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+ Géometriquement. € est en dessous de toutes ses cordes.
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Exemple 1 — Etablir: Va,beR, %t <<
. Remarque. La fonction f est concave si

2 Caractérisations de la convexité

x

I1y a équivalence entre :
i) f est convexe sur [

ii)

. J

Exercice 1 ® — Démontrer cette équivalence.

Exemple 2 — Soit f : R — R, convexe et majorée.
Montrer que f est constante.

Théoreme 2 : Justifier la convexité

e On suppose f dérivable sur I. [ est convexe ssi :

* On suppose f deux fois dérivable sur I.  f est convexe ssi:

3 Inégalités de convexité

* Inégalité des cordes.
On suppose f convexe sur . Soit a,b € I, distincts. Pour tout x entreaet b:

~

On suppose f dérivable sur I.Si f est convexe sur I, alors le graphe
de f est situé au-dessus de toutes ses tangentes.

Pour tous a,x €[ :
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Théoreme 4 : Inégalité de Jensen

On suppose f convexe sur . Soit n € IN*.

n
Pour tous ay,...,a, €I ettous ty,...,t, €[0,1] tels que Zti =13
=il

r

Exercice 2 ® — Démontrer le théoréme par récurrence sur #.

* Cas particulier important. Avect; =t =---=t, = %l’inégalité s’écrit :
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Exemple 3ED v Inégalité arithmético-géométrique — Soient x1,...,x, €RY. Etablir : (x7...x,)7 <



