Fonctions de deux variables

llull = vx*+22

Fonction continue a deux variables

Ouverts de R?
+ Cadre. * ||-|| est la norme euclidienne i.e. pour tout u = (x,7) € R?:

B(p,r)c U.
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Ouverts de R’
 Ouvert. Une partie U de R? est un ouvert si pour tout p € U, il existe r > 0 tel que :

* Boule. Soit p € R? et r > 0. La boule ouverte de centre p et de rayon r est:  B(p,r) = {u eR? | |lu-pll< r}.

e){(x,y)eIR2|x>O, >0 et x+y<1}

d) ]0,1[x]0,1[

Exemple 1 Exemples d’ouverts de R? — Les ensembles suivants sont des ouverts de R? :
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2 Continuité d’'une fonction de deux variables
* f: U — R est une fonction

o Cadre. » U est un ouvert de R?
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Définition 1
Soit p € U. La fonction f est continue en p si :

On dit que f est continue sur U lorsqu’elle est continue en tout point de U.

~———
* Remarque. Posant ¢ = f(p) la continuité de f en p s’écrit:
Ye>0, da>0| VYueB(p,a), |f(u)-€<e
fu) ]:; C.

On dit dans ce cas que f admet € pour limite en p et on note :
Exemple 2 — Montrer que f : (x,9) > x et g : (x,7) = v sont continues sur R

SF 1 : Justifier la continuité d’'une fonction sur un ouvert U
Que ce soit en un point ou sur un ouvert, les fonctions suivantes sont continues :
e La somme, le produit et le quotient (lorsque le dénominateur ne s’annule pas) de deux fonctions continues

* Les fonctions polynomiales i.e. les combinaisons linéaires de fonctions de la forme (x, ) > xfp¢
* La composée de fonctions continues : étant données des fonction réelles ¢, u, v continues sur un intervalle I

In(x?+72+1)

* La fonction (x,7) — go(f(x,y)) est continue sur U si f est a valeurs dans I.
e +9?

e La fonction t f(u(t),v(t)) est continue sur [ si t (u(t),v(t)) est a valeurs dans U

~————
Exemple 3 — Justifier la continuité sur R? de f : (x,7) >
SF 2 : continuité en un point p a probléme
On peut chercher une majoration de la forme : |f(u)— f(p)| < &(r)
ou: cr=|lu-pl *e&(r)—0 N\
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Exemple 4 — Montrer que f : (x,7) > { x2 + y2
0

est continue sur IR?.
~—————
SF 3 : montrer que f n’est pas continue en un point

On peut chercher deux fonctions u et v telles que :
cu(t)—a et v(f) P b et f(u(t),v(t)) n'est pas continue en 0.
Xy .
si(x,v)=(0,0
Exemple 5 — Montrer que f : (x,p) > { x> +32 i’ )
0 si (x,v)=(0,0)

n'est pas continue en (0, 0).

————




