Déterminants
m Exemples de base

a) On pose u; = (1,1,0), u, = (1,2,3) et uz = 1,1, 2). Mon-G
trer que (uy, Uy, u3) est une base de R®
b) Soit a € R. Les polyndmes :
P =X% P=a(X-1)> et Py=a’X’+aX+1
forment-ils une base de R,[X]?

Chapitre 34

Exercices du cours

@ Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1,
B =(by,...,b,) est une base de E et .Z = (xy,...,x,) est une
famille de n vecteurs de E.

1. Montrer que si &’ est une autre base de E :

detg/ (xq,...,x,) =detg (by,...,b,) xdetg(xy,...,x,)

2. Montrer que .# = (x1,...,X,) est une base de E si et seule-
ment si: detg(xy,...,x,)=0.

D Soient A, B € .#,(K).
1. Montrer que: det(AB) = det(A) x det(B).
2. Montrer que A € GL,(IK) si et seulement si det(A) = 0.

12] Montrer que pour toute A € .#,(K) :

@ Calculer :
1 5 0 -1 a4 a a a a2 ab ac  ad G
4 4 2 1 a b b b a2 b2 b bd
a) b) c)
39 4 0 a b ¢ ¢ a2 b2 2
2 0 1 1 a b ¢ d a2 p2 2 g2
12 1 -8
@ Calculer le déterminant suivant : D;=|1 0 of.
-5 0 1

On pose u; = (1,2,-1) et u; =(-2,-1,1). Déterminer une
équation du sous-espace vectoriel F = Vect(uy, us).

@ Calculer: D=

3 1

O O =

8 4
1 3
2 4

o o w =

1. Soit A € #,(K) de la forme :

det(AT) = det(A).

A=

Montrer que:  det(A) =a,, det(A’)
2. En déduire une démonstration de la formule de dévelop-

pement selon la colonne j.

Soit A € #,(K). Montrer que :

m Grands classiques
b
b

@ Soit n € N*. Calculer: A,
b

Pour tous ay,...,a, € C (n > 2), on pose
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az
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(=)
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a a a
— 1 2 n

Viay,...,a,) = '
“;l_l ag—l a:tl—l

1. Soient ay,...,a, € C, tous distincts. Montrer que la fonc-
tion P: x+ V(ay,...,a,, x) vérifie
n
VxeC, P(x)=V(ay,...,a,)x I_l(x —a;)
i=1
2. Expliquer sans détailler comment utiliser cette for-

mule pour déterminer une expression explicite de
Viay,...,ay).

Pour tout n > 1, on considére le déterminant de taille n :

1. Montrer que pour toutne IN*: D, ., =2D, 1 - D,.

2. En déduire D, en fonction de n.

@ Soient E est un K-espace vectoriel de dimension finie
et F, G deux sous-espaces supplémentaires de E.
On note s la symétrie par rapport a F et parallelement a G.
Calculer le déterminant de s en fonction de g = dimG.

A(comA)T = (comA)TA = det(A) x I,

15| Soient E est un K-espace vectoriel de dimension finie,

feZ(E), B et B deux bases de E.
Montrer que : det(Matggf) = det(Mat@/f).

@ Soient A € .#,(K), B € .4,(K) et C € .4, 4(K).

C

Montrer que : ’O B

‘ =det(A) x det(B)



