
Chapitre 33
Espaces préhilbertiens Exercices du cours

• Cadre. E est un espace préhilbertien réel et F est un
sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

■ Exemples de base

1 Soit a0, . . . , an ∈R distincts.

Montrer que (P ,Q) 7→
n∑

k=0

P (ak)Q(ak) est un produit scalaire

sur Rn[X].

2 SF 4 Soient x1,x2, . . . ,xn ∈R. Montrer que :( n∑
k=1

xk

)2
⩽ n

n∑
k=1

x2
k

Dans quels cas y-a-t-il égalité ?

3 SF 4 Soit f : [a ,b]→R∗+ continue.

Montrer que :
∫ b

a
f (t)dt ×

∫ b

a

1
f (t)

dt ≥ (b − a)2

4 Soit a0, . . . , an ∈R distincts. Trouver une base orthonormée

de Rn[X] pour (P ,Q) 7→
n∑

k=0
P (ak)Q(ak)

5 SF 7 Déterminer R1[X]⊥ pour le produit scalaire défini sur
R2[X] par la relation

(P |Q) = P (−1)Q(−1) + P (0)Q(0) + P (1)Q(1)

6 SF 7 Dans Mn(R) on note F l’ensemble des matrices diago-
nales. Déterminer F⊥.

7 SF 9 Calculer le projeté orthogonal de J =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 sur le

sous-espace vectoriel F des matrices diagonales de M3(R)

8 SF 9 Dans R4 euclidien canonique, on pose :

F =
{
(x,y,z, t) ∈R4 | x+ y = 0 et z+ t = 0

}
Déterminer la matrice de pF dans la base canonique.

9 SF 9 Calculer le projeté orthogonal de X2 sur R1[X] pour

le produit scalaire (P ,Q) 7→
∫ 1

0
P (t)Q(t)dt.

10 SF 12 Dans R3, on pose

P =
{
(x,y,z) ∈R3 | x+ 2y − 3z = 0

}
et u⃗ = (2,2,1)

Calculer d(u⃗,P )

11 SF 12 On pose : H =

P ∈Rn[X] |
n∑

k=0

P (k) = 0

 et on

munit Rn[X] du produit scalaire (P ,Q) 7→
n∑

k=0

P (k)Q(k).

Calculer d(Xn,H)

12 1. Prouver que la relation (P |Q) =
∫ 1

0 P (t)Q(t)dt définit

bien un produit scalaire sur R[X].
2. Orthonormaliser grâce à l’algorithme de Gram-Schmidt

la famille (1,X,X2).

■ Grands classiques

13 Démontrer l’inégalité de Cauchy-Schwarz (+ cas d’égalité)

14 Démontrer l’inégalité triangulaire (+ cas d’égalité)

15 Dans C ([0 ,2π],R), muni du produit scalaire

(f ,g) 7→ 1
π

∫ 2π

0
f (t)g(t)dt

on considère la famille de fonctions (fn)n∈N∗ définies pour
n ∈N∗ par fn : t 7→ sin(nt).
Montrer que cette famille est orthonormale.

16 Soit f ∈L (E). On pose A = MatBf .

Montrer que pour tous i, j ∈ ⟦1 ,n⟧ : ai,j =
(
f (ej ) | ei

)
.

17 Montrer que pour y ∈ F \ {pF(x)} : ∥x − y ∥ > ∥x − pF(x)∥

18 Trouver les réels a,b minimisant I(a,b) =
∫ 1

0
(t2−(at+b))2 dt

■ Démonstrations

19 Soient A,B ∈Mn,p(R). Montrer : tr(A⊤B) =
∑

1≤i≤n
1≤j≤p

ai,jbi,j

20 Enoncer et démontrer le théorème de Pythagore.

21 Soit (u1, . . . ,up) est une famille orthogonale.

Montrer que : ∥
n∑
i=1

ui ∥2 =
n∑
i=1

∥ui ∥2

22 Toute famille orthogonale de vecteurs non-nuls est libre.

23 Soit x =
n∑
i=1

xiei ∈ E et B = (e1, . . . , en) une base orthonormée

de E. Montrer que : xi = (x | ei) pour tout i ∈ ⟦1 ,n⟧.

24 Soit A une partie de E. Rappeler la définition de A⊥ et
démontrer que A⊥ est un sous-espace vectoriel de E.

25 a) Montrer que E = F⊕F⊥. b) Montrer que (F⊥)⊥ = F

26 Soit (e1, . . . , ep) une base orthonormée de F.

Montrer que pour tout x ∈ E : pF(x) =
p∑

i=1

(x | ei)ei

27 Soit H un hyperplan de E et a un vecteur normal à H . Mon-
trer que pour tout x ∈ E :

a) pH (x) = x − (x | a)

∥a∥2
a b) d(x,H) =

|(x | a)|
∥a∥

28 Soit (u1, . . . ,un) une famille libre de E.
1. Rappeler la définition de l’orthonormalisée (e1, . . . , en) de

Graam-Schmidt de la famille (u1, . . . ,un)
2. Démontrer par récurrence sur k ∈ ⟦1 ,n⟧ la propriété

Pk : « la famille (e1, . . . , ek) est une base orthonormée du
sous-espace Vect(u1, . . . ,uk) »
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