
Chapitre 28
Approximations Exercices du cours
■ Exemples de base

1 SF 10 Etudier la limite de la suite (un)n≥1 définie pour tout

n ∈N∗ par : un =
n∑

k=1

1
n+ k

2 SF 10 Trouver un équivalent de Sn =
n∑

k=1

1
n2 + k2

3 SF 12 Montrer que pour tout x ∈R+ :

x − x2

2
≤ ln(1 + x) ≤ x − x2

2
+
x3

3

4 SF 11 En appliquant l’inégalité de Taylor Lagrange à l’ex-

ponentielle, montrer que :
n∑

k=0

1
k!
−→

n→+∞
e.

5 En remarquant que :
1
k

=
∫ 1

0
tk−1 dt calculer la limite

de la suite de terme général un =
n∑

k=1

(−1)k−1

k

6 SF 14 Montrer que pour tout n ∈N∗ :
n∑

k=1

lnk ≥ n lnn−n+ 1

7 SF 14 Pour tout n ∈N∗, on pose Hn =
n∑

k=1

1
k

.

Montrer que : Hn ∼ lnn.

■ Grands classiques

8 SF 11 En appliquant l’inégalité de Taylor-Lagrange à une
fonction bien choisie, montrer :

∀z ∈C,
n∑

k=0

zk

k!
−→

n→+∞
ez

9 Soit f ∈ C M ([a ,b],R).

On souhaite montrer : lim
λ→+∞

∫ b

a
f (t) sin(λt)dt = 0.

1. Démontrer le résultat lorsque f est en escalier.
2. Conclure dans le cas général.

10 SF 15 Soit f ∈ C (R+,R+), décroissante. Montrer qu’il existe

ℓ ∈R tel que :
n∑

k=0

f (k) =
n→+∞

∫ n

0
f (t)dt + ℓ + o(1).

■ Démonstrations

• Cadre. I est un intervalle non vide et non réduit à un
point

11 Soit f : [a ,b]→K, continue par morceaux.
1. Donner l’expression des sommes de Riemann de f

2. Démontrer le résultat de convergence dans le cas où f
est lipschitzienne.

12 Enoncer la formule de Taylor à reste intégral (avec ses hy-
pothèses) et démontrer cette formule.

13 Montrer que toute fonction lipschitzienne sur I y est uni-
formément continue.

14 Démontrer le théorème de Heine.

15 Soit a,b ∈ R tels que a < b et f : [a ,b]→ K, continue par
morceaux.
1. Soit ε ∈R∗+. Montrer qu’il existe une fonction ϕ en esca-

lier sur [a ,b] telle que : ∥f −ϕ ∥∞ ≤ ε

2. Justifier l’existence d’une suite (ϕp) de fonctions en esca-
lier sur [a ,b] telle que ∥f −ϕp ∥∞ −→p→+∞

0

1


