IV Borne supérieure, borne inférieure d’'une partie de IR Suites — niveau 2
» Cadre. * On considere une partie A de R.

1 Rappel : plus grand/plus petit élément pour I’ordre naturel <

* Rappel. « On appelle plus grand élément (P.G.E.) de A tout majorant de A qui appartienta A
* On définit de méme la notion de plus petit élément (P.P.E.).

1
Exemple1 —a) A= {Z ;ne ]N*} est-elle majorée ? minorée? b) Possede-t-elle un plus grand/petit élément?

Théoréeme 1 : Cas des parties de IN
i)Toute partie non vide de IN possede : ii)Toute partie non vide et majorée de IN possede : ]

Exercice 1 — 1. Soient 4,b € N*. A l'aide du théoréme précédent, justifier 'existencede: aAb et aVb.
2. Soit a € N et p € IP. Justifier I'existence de v, (a).

“* Attention “* Ce théoréeme est faux pour une partie de R. Par exemple :
2 Borne supérieure/inférieure
Définition 1

* La borne supérieure de A est, s’il existe :

¢ La borne inférieure de A est, s’il existe :

* Remarque. Si A posséde un plus grand élément M, alors :

“* Attention 4*

n’

Exemple 2 — Déterminer les bornes supérieures et inférieures de :a) I =2, 3[. b) A = {1 ;n e IN*}

Théoréme 2 : Propriété de la borne supérieure

* Toute partie non vide et majorée de R possede :

» Toute partie non vide et minorée de R possede :

Exercice 2 Th. de la limite monotone — Soit u € RN une suite croissante et majorée. Démontrer que u converge.
Exemple 3 ¥ — Soit I un intervalle non vide. Pour toute fonction bornée f : I — R, on pose: ||f [|o =sup|f(x)]
Soit f,g: 1 — R, bornées et A € R". Etablir: @) [If + gl < If oo+ lgleo  B) I lloo = IAIX [If lo <!

Théoréme 3 : Caractérisation des intervalles

Soit I une partie non vide de R. Il y a équivalence entre :

i) I est un intervalle de R. i)

3 Borne supérieure et suites
e Cadre. A estune partie non vide et majorée de R.
Théoréme 4

Soit M un majorant de A.
Ily a équivalence entre : i) M =supA i)

Exercice 3 — Démontrer cette équivalence
Exercice 4 ¥ — Montrer que si A n’est pas majorée, il existe une suite d’éléments de A de limite +co
SF 13 : Utiliser les suites pour montrer que M =sup A

* On montre que M majore A. ¢ On construit une suite (a,) d’éléments de A telle que a, =2 M.
n—+oo

Exemple 4 — Déterminer les bornes supérieures et inférieures de:a) [ =[2,3[ b)A= {ﬁ; p,q€ IN*}

Exemple 5 — Soit u € RN, bornée. Pour n € N on pose :  a, = inf{uy; k > n}. Montrer que (a,) est croissante.

4 Droite achevée R

+ Notation. On pose: R =RU{-00,+0c0} *On étend a Rlarelation < en posant pour tout x € R: —oc0 < x < +00
* Remarque. La notion de borne supérieure/inférieure peut aussi étre définie dans IR.

Exemple 6 —a) supRR, = b) sup@ =

* Propriété de la borne supérieure dans IR. Toute partie de R posséde une borne supérieure dans R



