Rappels sur les inégalités

IV Inégalité des accroissements finis

1 Linégalité des accroissements finis

Théoréme 1 : (Admis provisoirement)

Soit I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable.

On suppose que f” est bornée sur I :

Alors :

.

Définition 1

Soit f : D — R une fonction et k > 0. On dit que f est k-lipschitzienne sur D si :

Vx,veD, |f(x)-f@)|<klx-y|

————
X

1
Exemple 1 — Montrer que f : x — X€+1 est Z-lipschitzienne sur [0,1].
e

SF 12 : Utilisation pour établir des inégalités

Exemple 2 ¥ — a) Montrer : VxeR, |[sinx|<|x| b) Montrer : VxeR,, 0<In(l+x)<x.

2 Notions sur les suites récurrentes du type u,,,.; = f (u,)
e Cadre. * f : D — Rest une fonction ¢ On étudie une suite (u,),en telle que: VnelN, u,,q = f(u,)

Définition 2
Un intervalle I € D est stable par f si  f(I)CI i.e.:

* En pratique. Si I est stable par f et si ug €1, alors (u,),en est bien définie et a termes dans I.

Exemple 3 — Soit uy € R. On cherche a définir une suite (u,),en par la relation : u,,; =v2—-u,

1. Montrer que la suite (u,),en Nest pas définie si ug ¢ [-2,2].
2. Montrer que la suite (u,),en est bien définie si ug € [-2,2].

Théoréme 2 : Critére « f(£) = »

Si (u,) converge vers ¢ € D et si ( f est continue en ¢ J , alors ¢ est un point fixe de f : f()==¢

“* Attention “* Ce théoréme ne prouve jamais la convergence de la suite

3 Application a I’étude de suites du type v, = f(u,)-
* Objectif. Montrer que la suite (u,) converge vers un point fixe a de la fonction f.

* Hypothése fondamentale: f est k-lipschitzienne de rapport k € 10, 1[.
eln

Exemple 4 — Soit uy €[0,1]. On considére la suite (u,) telle que pour tout n € N: 1,4 = prm—k
1. Montrer que (u,) est bien définie et a valeurs dans [0, 1].

2. Montrer qu’il existe un unique a € [0,1] tel que f(a) = a.
3. Montrer que la suite u converge vers a.

SF 14 : les étapes clés pour montrer que u,, > «
If (up) = fla) S kluy—a| cestadire: |upy —al<klu,—al
0<|u,—al<k"|ug—al.
ke[0,1][, k" — 0 donc: |u,—a|—0ie: u,—a.
n

e Application de I'IAF.  Pour tout n,
e Pgr récurrence sur n. VnelN,
e Théoreme d’encadrement. Puisque :



