| Deéfinition des déterminants Déterminant

1 Deéterminants de n vecteurs dans une base

» Cadre. ¢ E est un K-espace vectoriel de dimensionn * % =(by,...,b,) est une base de E.
* Rappel.. Le déterminant dans la base 98 ’application detg : E” — K définie par

n
Vxi,...,x, €E, detg(xy,...,x,) = Z e(a)(]_[ag(]-),j),
o€S, j=1
ou a;,; est la i-ieme coordonnée de x; dans la base .
L'objectif de cette note est de démontrer les points 2 et 3 du théoreme suivant.

Théoréeme 1 \

1. L’application detg est une forme n-linéaire alternée.

2. Toute autre forme n-linéaire alternée E est un multiple de det .

3. detg est 'unique forme linéaire alternée vérifiant detg(by,...,b,) = 1.
—_——

noté detg (%)
\ J

m Démonstration des points 1 et 3 du théoréme
1. Montrons que detg est n-linéaire et alternée.

n
e n-linéarité. 1l suffit de montrer que chaque application f; : (xq,...,x,) Hag(j),j est n-linéaire.
j=1

Soito €S, ie[l,n]etxy,...,x;_1,X;41,---, Xy € E.

Pourtout x € E:  fo(Xq,...,X;_1,X, X}, Xp,) = (l_[ aa(]-),j)goa(i)(x)

j#i

-

indép. de x
ol @) est la o(i)¢ forme linéaire coordonnée dans la base %.
Ainsi la linéarité de ¢, ;) assure la linéarité de f, par rapport a sa i¢ variable.

 Alternance. Soit (x1,...,x,) € E". Supposons par exemple que x; = X, et montrons que detg(xy,...,x,) = 0.

On pose 7 =(1,2) et on effectue le changement d’indice « 0 = s o 7 » dans la somme :

n n n
detg(xy,...,x,) = Z E(O)Haa(j),j S Z é(soT) l_[a(sof)(j),j =- ZE(S)aS(zm as(1),2 l_[as(j),j
o€eS, j=1 se€S, > j= seS, —j=3
=e(T)xe(s) =a5(2),2 A5(1),1
=—¢(s) (car x; = x)

n
Ainsi:  detg(xy,...,x,) =— Ze(s)]_[as(]-),j = —detg(xy,...,x,) etdonc: detg(xy,...,x,)=0.
s€S, j=1

2. Traité en classe !, précisément on a vu que si f est une forme n-linéaire alternée sur E, alors pour tous
n

Xy Xn €E: F(x1reern) = F(B1reesby) Ze(o)(]_[ag(]-),]-):f(bl,...,bn)detgg(xl,...,xn) .
0€S, j=1
Autrement dit: f=kdetg ou: k=f(by,...,b,).
3. Prenons (xy,...,x,) = (by,...,b,) dans la définition de dety. Les coordonnées a; ; sont donc données par
aj;j=1eta;;=0sii=j. Ainsi, pour o € S, distincte de I'identité¢, il existe jy tel que o(jo) # jo. Pour cet
n
indice, a4 j,),j, = 0 donc ]_[aa(]-),]- =0. La somme se réduit donc au seul terme obtenu pour o =Idp;
j=1
n

det@(bl,...,bn) = 5(Id)l_[a],] =1.

j=1

1. Cf. Exercice 4 de la partie II « Formes n-linéaires alternées » du complément sur les permutations



