Complément : construction de I’anneau des polynomes

1 Construction de I'ensemble des polynémes : correction des exercices
Correction de I’exercice 1. Avec les notations de la définition : P = (ay)ren et Q = (bx)ken sont deux suites
nulles a partir d’un certain rang, il existe donc des rangs p,q € N pour lesquels :
Yk>p, ap=0 et Vk>gq, br=0

a) Il s’agit de montrer que chacune des suites (ay + by )ren €t (¢x)ken est nulle a partir d’un certain rang :

* Concernant P+ Q, pour tout k > max(p,q): ax+by=0.

* Concernant P x Q, on va montrer que ¢, = 0 dés que k > p +4.

k

P k
Soit k > p +q. Par définition de ¢x : ¢, = Z a; by_;= Zai bo;  + Z a; b_;i=0
i=0 T i=0 ™~ i=pl T
=0si =0 car =0 car
i>p k-i>zk-p>q i>p

b) Soit A € K. Montrons que A x P = (Adg)ken-
Par définition: A= (dg)en ou do=A et dg=0pourtoutk>1.

k
Pour tout k € N, le coefficient d’indice k du produit A x P vaut donc : Zdiak_i =dgay = Aag.
i=0
Ceci prouve donc que A x P = (Adg)reN-

Correction de I’exercice 2 (démonstration du théoréeme 1).
On sait déja que + et x sont des lois de composition internes sur K[X].
Soient P = (ag)ken, Q = (br)ken, R = (ck)ren € K[X].

(]K[X],+) est un groupe commutatif. ~Par définition des polynomes: K[X]c KN,
Montrons que K[X] est un sous-groupe de (]KN,+) :
i) La suite nulle (0),cn est un polynome.
ii) P+ Q = (ay + by )rew € K[X] d’aprés l'exercice 1.
iii) —P = (—ay)rew € IK[X] car si p est un rang tel que ax = 0 pour tout k > p alors —a; = 0 pour tout k > p.

k k
* Laloi x est commutative. Pour tout k €N : Zﬂibk—i = ijak—f donc PQ = QP.
fry =
~— —_———
coef. d’indice k coef. d’indice k
de PQ de QP

e Laloi x est associative. Posons (U,)yen =P X Q,  (Vp)uen =QXR, (a,)=(PxQ)xR et (B,)=Px(QxR).
Il s’agit de montrer que: (a,)neN = (Bn)nen- SoitneIN:

n n k n n n n—i n
ay = ZukCn—k = Z(Zaibk—i)cn—k = Zai(zbk—icn—k) = Zai(zbjc(n—i)—j) = Zaivn—i = Pn
k=0 k=0 i=0 i=0 k=i NS Y0 i=0

o 1 est neutre pour x. En prenant A = 1 dans le résultat de la question b. de I'exercice 1 : 1 x P = (1 x ag)gen = P.

k k k
e La loi x est distributive sur +. Pour tout k € IN : Zai(bk—i + ki) = Z“z’bk—i + Zaick—i
i=0 i=0 i=0
coef. d’indice k de coef. d’indice k de
P(Q+R) PQ+PR
Ceci prouve que: P(Q+R)=PQ+PR
Correction de I’exercice 3. On pose: X = (0,1,0,...).
er.

Montrons par récurrence que pour tout k € IN : Xk = ((T), (T),..., 0, %, 0,...).
0 1 k
 Pour k = 0. Par convention: X =1 (élément neutre de x) et par définition: 1=(1,0,0...).
1 sin=k
* Soit k € IN. Supposons le résultat vrai au rang k i.e. : (XK) = (b)) pen O pourtoutkeIN: b, = 0 S% "
sinon

1 sin=1
Par définition: X =(a,),en ou pour toutkeIN: g, = { S% )
0 sinon

n
Par définition du produit: X**! = XK x X = (c,),en ol pour tout n € N : Cn=Z ar by =1x b,
0sik=1 0
sin—1=#k
Par conséquent: ¢, =0sin—-1=kiesinzk+1 etsin=k+1: ¢ =1xbr=1.



