Complément : construction de I'anneau des polynémes
1 Construction de I'’ensemble des polyn6mes

Définition 1

Un polynome a coefficients dans K est une suite d’éléments de IK nulle a partir d’un certain rang i.e. de la
forme (ag,ay,...,4,,0,0,0,...)
L’ensemble des polynomes est noté K[X].

* Remarque. Deux polynomes sont égaux si et seulement si ils ont la méme liste de coefficients.
* Vocabulaire. On appelle :

* Polynéme constant tout polynome (A,0,0,...) avec A € K. Un tel polynome est simplement noté A.
e Polynéme nul le polynéome 0 =(0,0...).
Définition 2

Soient P = (aj)ken, Q = (bg)renw € K[X]. On définit la somme et le produit de P et Q par:
k

*P+Q = (ar+bp)ken *PXxQ = (cx)renw Ou pour tout k eIN: ¢ = Z‘?ibk—i-
déf. déf. =

Exercice 1 — Vérifier que : a) P+Q et PQ sont bien des polyndmes b) Pour tout A € K: AxP = (Aag)ren-

Théoreme 1

(IK[X], +, x) est un anneau commutatif d’éléments neutres le polynéme nul 0 pour + et le polynéme constant
1 pour x.

Exercice 2 — Démontrer le théoréme.

Exercice 3 — Onpose: X = (0,1,0,...). Montrer par récurrence que pour toutk e N: XK = (
er.

2 La notation polynémiale

Notation polynomiale

On note ... pour ...
X (0,1,0,...)
max(p,q)
e Somme. P+Q= (ay + b) X*
P (0,0,...,1,0,...) p
11 )
01 k
n p+q
P:Zaka P =(ag,ai,...,a,,0,...) e Produit. PxQ:chXk ou:
k=0 k=0
A (1,0,0,...) =AX" p
* Produit par Ae K. AP = ZAukXK
0 (0,0,...) _ k=0

Exemple 1 — Calculer PQ pour P=4-2X et Q =1+2X - 3X2.
Exemple 2 — Soit n € IN.

n 2
A partir de I'égalité (X +1)>" = (X +1)"(X +1)", démontrer I'identité de Vandermonde : Z(”) = (Zn)'



