Chapitre 16

m Exemples de base m Grands classiques

Soit n € N. A partir de I’égalité  (X+1)*" = (X+1)"(X+1)", Soit P € K[X] tel que P(X + 1) = P(X). Montrer que P
2n) est constant.
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démontrer 'identité de Vandermonde : E ( ) = ( .
n
k=0

18] Soient xy,...,x, € K deux a deux distincts et 4,...,7, € K

i i L, ) . , quelconques. Montrer qu’il existe un unique P € K,,_;[X]
@ Déterminer les éléments inversibles de I'anneau K[X]. tel que P(x) = gy pour tout k € [1, 1] et que ce polynome
n
@ Trouver tous les P € K[X] tels que P(X?®) = X2P(X). estdonné par: P = ZZJ{Li (ou Ly,..., Ly, sont les poly-
i=1
Soit n € IN. Calculer le reste de la division euclidienne ndmes de Lagrange associés a x1,..., Xp).
de X" par:a) X?-3X+2 b) X2 -4X +4

19| Démontrer la formule de Taylor polynomiale

_ 8 7 o e .
@ Montrer que P = (X -2)° +(X - 1)’ — 1 est divisible par 20| Soient P € K[X], a € K et m € IN*. Montrer 1’équivalence

Q=X?-3X+2. entre :
i) aest racine de P de multiplicité m
@ Montrer que 1 + X + X? divise X3! + X824 X5, “) ul P
ii) P(a)=P'(a)=---=P"(a)=0et P"(a) 0.

Soit P € R[X]. On suppose que pour tout x € R :

P(ex)=ezx+ex+1.Calculer P(-1) et P(j)

o X 21) Soient P, Q € K[X], non nuls. Montrer que :
a Montrer qu’il n'existe pas de polynéme P € R[X] tel C 1. deg(P + Q) < max(deg P, deg Q).

que pour tout x e R:  P(x) =sinx. 2. degPQ = deg P +deg Q

@ Trouver tous les P € R[X] vérifiant : 55) Montrer que K[X] est un anneau intégre

a) YneN, P(n)=n’>+1 b) ¥YneN, P(n)=n’+(-1)"
) ¥ (n) =n ) ¥ () =n"+(-1) (23) Soient A, B € K[X]. Etablir
Soit n € IN*. Montrer que X" —1 n’a que des racines simples A|B et B|A < dAleK'|A=2AB

dans C' . . ., 7 . . .
Etablir I'unicité puis I'existence du couple quotient-reste

Trouver a,b € R tels que P = X° + aX? + bX soit divisible de la division euclidienne.

par (X~ 1)2. | .
Soient P € K[X] et a € K. Montrer que P(a) = 0 si et seule-
@ Montrer que (X2 +1)? divise X° + X* +2X3 + 2X? + X + 1. ment si (X —a) divise P
Soitn>2 Soient P € K[X] et ay,4ay,...,a; € K, deux a deux distincts
@ - - (k € IN*). Montrer que si P(a;) =--- = P(ag) = 0 alors P est
a) Montrer que X"_-1= H(X _ e2i§n) divisible par (X - al). .. (X — ﬂk).
- 7:10 Soit P € K[X], non nul. On pose n = deg P. Montrer que P
b) En déduire : ZXk - ]_[(X _ 62"5“) a au plus n racines dans K.
k=0 k=1 @ Démontrer la formule de Taylor polynomiale
X+v+z=0 Soi " b
oient P € K[X], 2 € K et m € IN*. Montrer 1’équivalence
Résoudre le systéme {xp+yz+xz=-2 d’inconnue 23 entre : [X] d
(x,v,2) € C3 wz=-1 i) aestracine de P de multiplicité m

ii) P(a)=P'(a)=---=P"(a)=0et PI"(a)=0.
Soit n > 2. En considérant le polynome P = X" -1, retrouver
la formule donnant la somme des racines n-iemes de l'unité
et trouver une formule pour le produit.

n

Simplifier inpL,- pour tout p € [0,n—1]]

i=1




