Chapitre 13

Limites et continuité
m Exemples de base

Etudier dans chaque cas la continuité de f en 0.

) xsin(}—,) six=0
a) f:x— X G0
b) fixs sin(%) six#0

six=0

@ Soit n € Z. Etudier la continuité a gauche et a droite
en n de la fonction f : x — [ x].

@ Montrer dans chaque cas que f est prolongeable par

2t b) f:x xInx.

continuitéen0:a) f : x >

Soient f,g: R — R, continues sur IR. On suppose que pour
toutreQ: f(r)=g(r). Montrer que f =g.

—h

@ Montrer que cos n’a pas de limite en +oo. C

@ Etudier la limite en +co de x > ¥ +sin(xIn x).

1. Justifier que la fonction f

continue sur [0,1].

2. Que peut-on direen 1?

1 six<1
xln(lnx)

Justifier la continuité sur Rde g : x — {

Montrer que si f est lipschitzienne sur I alors f est conti-
nue sur I.

=@l Montrer que toute fonction polynomiale de degré
impair admet au moins une racine réelle.

1
Montrer que la fonction f : x x(lnx)sin(—) est
bornée sur ]0,1]. X

@ Soit f : [0,+c0[ — R continue. On suppose que f
admet une limite finie £ en +oo.
a) Montrer que f est bornée.

b) Montrer avec un contre-exemple que f n’atteint pas né-
cessairement ses bornes.

Soit f € ¥(R,,R), strictement croissante, telle que

f(x) —>_C€R Montrer que ) — +oo.
X—+o0 v

Exercices du cours
m Grands classiques

@l

1. Soit x5 € R. On définit la suite u par ug = xq et, pour
tout n €N, u,,1 = Arctanu,. Montrer que u converge et
trouver sa limite.

2. Trouver toutes les fonctions / : R — R, continue en 0,
telles que pour tout x e R: h(x) = h(Arctanx).

15| Trouver toutes les fonctions f : R — R, continues sur R,

fx+y)=f(x)+f(p)

On suppose f convexe sur |a,b[. Soit ¢ € ]a, b][.
Montrer que f est continue en c.

telles que pour tous x,p € R :

17 Soit f une fonction continue sur [0, 1] et a valeurs

dans [0, 1]. Montrer que f posséde un point fixe c’est a dire
que I’équation f(x) = x admet au moins une solution.

5 €D

1. Montrer que pour tout n > 1, I’équation x"Inx =1 a une
unique solution dans [1,+oco[, notée x,,
2. Montrer que (x,) converge et déterminer sa limite.

m Démonstrations

X Arctan(‘ lli) est
- GQ Définir avec des quantificateurs :

a) f admet +oco pour limite en a
b) f admet ¢ pour limite en —oco
c) f admet —co pour limite en +co

six>1 @0 Soit I un intervalle et a € R un point de I ou ['une de ses

extrémités. Soit f une fonction réelle définie sur I ou I \ {a}.
1. Montrer que si f admet en 4 une limite alors cette limite
est unique.
2. Si f(x) — ¢, alors f est bornée au voisinage de a.
X—a
3. Montrer que si f(x) — ¢ > 0, alors f est strictement
X—a
positive au voisinage de a.
4. Montrer que si f(x) — 0 et si g est bornée au voisinage
X—a

dea,alors: f(x)g(x) — 0.
X—a

@D Soient f : I — IR une fonction, a € I. Démontrer que les

deux assertions suivantes sont équivalentes :
i) f est continue en a.
ii) Pour toute suite (u,) d’éléments de I telle que

A =a: fln), 2, £

29| Démontrer le théoréeme des valeurs intermédiaires.

TVI strictement monotone. Soit f une fonction continue et

strictement croissante sur [, b[. On pose a = f(a) et on sup-

pose que f(x) - ¢ € R. Montrer que [ est bijective de [a, b[
X—

sur [a,].

Théoreme des bornes atteintes. Soit f : [a,b] — R une fonction
continue. Montrer qu’elle posséde un maximum sur [a,b].

Soit I un intervalle et f : I — R une fonction continue et
injective sur I. Montrer que f est strictement monotone.



