Chapitre 11
Arithmétique des entiers relatifs

= _Exemples de base

Soient a,b € Z et n € IN*. Montrer que a— b divise a” — b". Montrer quesi: a|betb|a, alors: a==+b

Soient a,b,d € Z. Montrer que sid |aet d|b, alors d divise

@ Montrer que 4343 + 9434 est divisible par 5. 4 € £. Vontre
toute combinaison linéaire de a et b

@ Trouver le reste de la division euclidienne de

565362 Soient a,a’,b,b’ € Z et n € IN*. Montrer que si a = b [n] et

par7. a'=b’[n]alors:a)a+a’ =b+b’ [n] b) aa’ = bb’ [n]

@ 434 4+ 9% est-il divisible par 72 Soient a € Z et b € IN*. Montrer qu’il existe un unique
couple (q,r) d’entiers telsque:a=bg+r et 0<r<b

@ Soit n € Z, impair. Montrer : n’ =1 [8].
m Soient a € Z et b € Z*. Montrer que pour tout k € Z :
Montrer que I’équation x? —3y? = 17 n’a pas de solution aNb=bAa—kb
dans Z2.
21| Soient a4,b € N*. On pose: r.; =a et ry=>b. Pour
Soit n € Z. Montrer : (7n=5)A(3n+2) = (n—-9)A29. k € N, tant que ry # 0, on définit r,; comme le reste de la

division euclidienne de r;_; par ry.

On pose a = 1659 et b =504. 1. Montrer qu'il existe n € N tel que r, >0 et 1,4 = 0.
1. Calculeranb 2. Montrer que r, =a A b.
2. Déterminer une relation de Bézout entre a et b. 3. Par récurrence double sur k, montrer que pour tout

ke [[-1,n], il existe uy, vy € Z tels que ry, = auy + bvy

d’inconnue 29| Soient a,b € Z. Montrer que pour toutd € Z :

@ Résoudre le systéme {xAy:lO
(dla et d|b) e d|arb

xVy=120

(x,v) e N2

Résoudre I’équation x Ay = x2 —p? — 2 d’inconnue (23] Soita,b € Z etk € N". Montrer que:  (ka) A (kb) = k(a A b)

x,v) € N2,
(x.9) m Soient a,b € Z*. Montrer que pour tout me Z :
Soient a,b € IN*. Montrer que a divise b si et seule- (alm et b|lm) & aVb|m

ment si a? divise b2.

m Grands classiques

@ Soit n € IN. On pose: M, =2"—1.
Montrer que si M, est premier, alors n est premier.

@ Enoncer et démontrer le théoréme de Bézout

@ Soient a,b € Z et p € P. On suppose que p | ab. Montrer que
plaoup|b.

Montrer par récurrence forte que tout entier n > 2 possede
au moins un diviseur premier.

1. Démontrer le lemme de Gauss.

2. Résoudre dans Z? Iéquation 7x + 12y = 3. @ Montrer que 'ensemble [P des nombres premiers est infini.

Soient a,b,c € Z.

1. Montrer quesiaAb=1etaAc=1, alors: aAbc=1.

@ Soit a,b € Z* et p € IP. Montrer que v,(ab) = v,(a) +v,(b)

Soit a € IN* et py,...,p, les diviseurs premiers de a. On sup-
2. Montrer quesialc,blcetanb=1,alors: ab|c. 30 P aan a, P . P
pose que: a=p,'...p," pour certains ay,...,a, € N.
@ Soit p e IP. Montrer que pour tout i € [1,n]:  a; =vp,(a).
1. Montrer que pour tout k € [[1,p—1]], p divise (Z)
2. Soit n € Z. Montrer que n? = n [p].

3. Soit n € Z non divisible par p, montrer que n”~! =1 [p]




