Chapitres 10 et 12
Suites
m Exemples de base Suites récurrentes u,, = f(uy)

Etudier la limite de la suite (u,),cn définie par :
Propriétés liées a I'ordre uy=0 puispourtout neN: u,, =e'n —2
Mont la suite de t néral sin
ontrer que la suite de terme général u, = —— . . o .
est bornéeq & " 3-cosn (14 1. Soit ug > 0. Etudier la limite de la suite (4,),eN
U2 +2u, +3

définie par: VnelN, u,, = g

n
@ Soit g € ]0,1[. On pose u, = Zln(l +g*) pour tout

2. Méme question lorsque ug < 0.

n € IN. Montrer que u est majorée. ) o ) o
6:5) Etudier la limite de la suite (u,) définie par ug =1 et :

@ Etudier la monotonie des suites de termes généraux : VneN, u, =1+ 1
=1 : 1 N )
a) u, = Z% b) v, = ]_[(1 - ﬁ) Suites divergentes
k=1 k=1 G@ Contrexemples. Donner un exemple de suite :
o P 1. Bornée mais divergente.
€) wy = p d) x, = Z X (oup=>2) 2. Non bornée et qui n’a pas une limite infinie.
k=n+1
Ga Montrer que la suite définie pour tout n € IN* par
Suites particulieres U, = sin(% + Zzn) n’a pas de limite.

@ Déterminer le terme général de la suite u définie par : o ‘
Borne superieure et suites

@ Déterminer les bornes supérieure et inférieure de

9 +
A={——;p,qeN
{2P tq P }
On suppose que ug =1, u; =1 et pour tout n € IN :
Uns2 = Stipy) — 6u,. Déterminer une expression explicite de Gg Soit u € RN une suite bornée. Pour tout n € N on pose :

1
a) up=1 etpourtoutnelN: un+1=2—514n- G

b) u; =0 etpourtoutnelN*: u,,q =2u,+1.

la suite (1) peN- a, = inf{uy; k > n}. Montrer que (a,) est croissante.
SF 2 - - . .
@ ED On suppose que g =2, u; =0 et et pour tout n € N ; m Grands classiques
Upyo = 2Upyq — 2U,. Déterminer deux constantes r et O telles
que pour tout n € IN : un:r”+3cos((n+ 1)6)

Cz@ On suppose que u, o ¢ € R. Pour tout n € IN*, on pose :

—+00

1 n
On suppose que pour tout 1 € IN : 5 = V3up, — iy v, = ;Zuk. Montrer que: v, v l
Montrer que u est périodique k=1

n
L o 1
Opération sur les limites @B La suite harmonique diverge... On pose: H, = E ¥ pour
k=1

. .. n
Etudier la limite de ( ) tout n > 1.
n>1

n+n 1. a) Etudier la monotonie de (H,),en

. 1
Limites par encadrement b) Montrer que pourtoutn>1: VnelN*, H,,—-H, > 5
@ Etudier la limite de la suite de terme général : c) En déduire: H, - +o0
127x] . 2. Pour n € N*, on pose : u, = H,—-Inn et v, =
a) u, = o (xeR) b) u,=q" oug>1 H, —In(n+1). Montrer que u et v sont adjacentes.
) o ) 29| ... la suite harmonique alternée converge Pour tout n > 1 on
Etudier la convergence et la limite de la suite (S,) C:J n )k
LR pose: S, = Z—,
définie pour tout n € N* par: S, = Z . P k
—n+vVk

a) Prouver que (Sj,) et (S»,,41) sont adjacentes.

b) Etudier la nature de la suite (S,)en¢-
Limites des suites monotones

. 1
On pose ug =1 puispourtout n € N:  u, 1 =u,+—.
u
Montrer que u,, — +oo. !
n—+co

n
1 1
@ Pour tout n € IN*, on pose u, = ZF et v, = U, + —.

= nn!
Montrer que u et v convergent vers une méme limite.




m Démonstrations

Suites récurrentes linéaires
Soient a,b € K avec a # 1 et soit u € KN telle que pour tout
nelN: u,. =au,+b.
1. Montrer qu’il existe un unique a € K tel que a =aa +b.

2. Montrer que la suite v = (4, — )N est géométrique de
raison a.

SoitaeK et b, A € K*.

1. Montrer que la suite géométrique u = (1"), N Vérifie :

VnelN, ity =au,,q+buy,
si et seulement si A est solution de I’équation caractéris-
tique: (¥): A?-al-b=0.

. On suppose que le discriminant de I’équation caractéris-
tique (%) est nul et on note A la solution double de (%).
Montrer que la suite u = (n(),en Vérifie aussi :

VnelN, u, =au,.q +buy,

On pose E = {u e KN | VheN, u,,, =au,,| + bun}.
Montrer que I'application ®: E— K2 est bijective.

u r— (uo,ul)

Suites monotones

Soient u et v deux suites adjacentes. Montrer qu’elles
convergent vers une méme limite.

27] Soit I un intervalle et f : I — I une fonction (I est ainsi
stable par f). Soit u une suite pour laquelle uy € I et
Une1 = f(u,) pour tout n € IN.

1. On suppose f croissante sur I. Montrer que u est mono-
tone.

2. On suppose f décroissante sur I. Montrer que (#,),eN
et (Unu41)nen SONt monotones de sens contraire.

Utilisation de la définition de la limite

1. Démontrer quesi u, — ¢ et v, — ¢ (ou
n—+00 n—+o0
0,0’ eR) alors: u,+v, — (+0.

n—+oo
2. Démontrer le théoréme d’encadrement.

Démontrer l'unicité de la limite en raisonnant par l’ab-
surde.

1. Montrer que toute suite convergente est bornée.
2.

Démontrer que si u est bornée et si v converge vers 0,
alors uv converge vers 0.

3. Démontrer quesi u, — ¢ et v, — ¢ (ou
n—-+co n—-+co
0,0’ eR) alors: wu,v, — 0.
n—+o0

. Soit u € RN. On suppose que u converge vers £ > 0. A

revenant a la définition de la limite montrer que u, >0
a partir d’un certain rang.

. En déduire une démonstration du théoreme de passage
aux limites dans les inégalités larges.
. Démontrer le théoréeme de minoration.

. Démontrer qu'une suite croissante non majorée tend
vers +oo.

— 0" alors:

3. Démontrer que si
n—+oo

Up

—
n—+oo

u}’l
+00.

Soit u € RN une suite croissante et majorée. Démontrer que
u converge.

(33

Suites complexes

@4 Démontrer le théoréme de Bolzano-Weierstrass dans le cas
d’une suite complexe (en utilisant le théoréeme dans le cas
réel).

Plus grand/plus petit élément
@5 1. Soient a,b € IN*. Justifier ’'existence dea Ab et aVb.

2. Soita € N" et p € IP. Justifier 'existence de v,(a).

Borne supérieure
@6 Soit I un intervalle non vide. Pour toute fonction bornée
fiI =R, onpose: ||fllo=suplf(x)
xel
Soit f,g:I — R, bornées et A € R*. Montrer que :

I Moo

a) [If +gllo < lf lleo + lIglleo B) IAf lleo

@7 Soit A est une partie non vide et majorée de R et M un
majorant de A. Démontrer I’équivalence entre :

i) M=supA

ii) Il existe une suite (a,) d’éléments de A telle que

a, — M.
n—+o0

Approximations d’un réel
. [10"x]
@8 Soit x € R. Pour tout n € IN on pose v, = o7

Montrer que les suites (,)neN €t (2n)neN

Zy = + .
n =T 1o
sont adjacentes

@Q 1. Montrer que tout nombre réel est limite d’une suite de
rationnels.

2. En déduire que tout intervalle ouvert non vide posséde
un rationnel.

3. Montrer que tout nombre réel est limite d’une suite de
nombre irrationnels.

@@ Soit A € Z(R). On suppose que tout intervalle ouvert non
vide possede un élément de A. Montrer que tout réel est
limite d’une suite d’éléments de A.




